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AVALIAÇÃO DE OPERADORES CONVOLUCIONAIS NA SOLUÇÃO DA
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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

AVALIAÇÃO DE OPERADORES CONVOLUCIONAIS NA SOLUÇÃO DA

EQUAÇÃO ACÚSTICA DA ONDA

Bruno de Souza Silva
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Orientador: Luiz Landau

Programa: Engenharia Civil

Com intuito de melhorar a precisão e reduzir o custo do Método das Diferen-

ças Finitas, foi utilizado um operador diferencial convolucional, em que empregou-se

diferentes funções janela para gerar novos coeficientes de diferenças finitas. Foi tes-

tado um novo limite de erro, para aproximação das derivadas parciais presentes na

equação da onda, que proporcionou coeficientes de diferenças finitas otimizados. Tal

erro junto a metodologia de análise de dispersão, provém uma modelagem com uma

significativa redução do custo computacional. Foi considerado um critério a fim de

gerar os parâmetros de estabilidade e dispersão, para qualquer ordem de discretiza-

ção. As diferentes ordens de precisão do novo operador otimizado foi comparada com

diversas ordens do operador convencional (Taylor), evidenciando a precisão e o me-

nor custo computacional do novo método. Para a décima sexta ordem de expansão

do Método de Diferenças Finitas otimizado, foi alcançado um número de pontos por

comprimento de onda igual a 2, 3, o que proporcionou, em relação a quarta ordem

convencional, uma redução do tempo de processamento de aproximadamente 42%,

acompanhado de uma redução na demanda de memória próxima de 80%. O custo

computacional relacionado a demanda de memória e o tempo de processamento, foi

uma importante avaliação para escolher a ordem utilizada na Migração Reversa no

Tempo, de forma a inferir uma migração mais eficiente que a convencional.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

EVALUATION OF CONVOLUTIONAL OPERATORS IN SOLUTION OF

ACOUSTIC WAVE EQUATION

Bruno de Souza Silva

March/2014

Advisor: Luiz Landau

Department: Civil Engineering

In order to improve accuracy and reduce the cost of Finite Difference Method,

a convolutional differentiator operator, in which we used different functions window

to generate new coefficients of finite differences. A new error bound for the approx-

imation partial derivative present in the wave equation, which yielded coefficients

optimized finite differences was tested. Such an error along the dispersion analysis

methodology, derives a model with a significant reduction in computational cost.

Was regarded as a criterion in order to generate the parameters of stability and

dispersion , for any order of discretization. The different orders of accuracy of the

new optimized operator was compared with several orders of conventional operator

(Taylor), demonstrating accuracy and lower computational cost of the new method.

For the sixteenth order expansion of Finite Difference Method optimized, a number

of points per wavelength equal to 2.3, which provided, for the fourth conventional

order, reducing the processing time of about 42%, accompanied by a reduction in

demand was achieved next memory 80%. The computational cost associated mem-

ory demand and processing time, was an important evaluation to choose the order

used in the Reverse Time Migration in in order to infer a more efficient migration

that conventional.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A crescente busca por reservas minerais está presente na humanidade há

séculos e as técnicas são aprimoradas a cada ano com o intuito de reduzir o risco

econômico durante a exploração e produção. Na indústria de hidrocarbonetos a

busca por uma jazida é o desejo de todo investidor, no entanto, o alto custo da

exploração pode transforma-la em uma reserva economicamente inviável.

Com o propósito de reduzir o risco na prospecção de hidrocarbonetos e aumen-

tar as chances de sucesso, as investigações geof́ısicas visam revelar as propriedades

f́ısicas do interior da Terra através dos diversos métodos geof́ısicos. Dentre eles o

método śısmico, que mede os tempos de percurso das ondas śısmicas, vem sendo o

mais utilizado pela indústria de óleo e gás. Este uso, torna a śısmica de reflexão uma

importante ferramenta, por exemplo, para a fase de exploração e monitoramento no

decorrer da produção.

Por meio do levantamento śısmico de reflexão e refração, é posśıvel obter

informações importantes a respeito das estruturas geológicas em subsuperf́ıcie, pois

o registro das reflexões carregam informações valiosas sobre os arcabouços estrutural

tornando posśıvel, desta forma, encontrar posśıveis plays exploratórios.

No levantamento śısmico terrestre e maŕıtimo empregam-se fontes artificiais

para gerar uma frente de onda que percorre o interior da Terra, onde após serem

refletidas nas interfaces das camadas, retornam para superf́ıcie onde são captadas

pelos receptores. Os receptores captam, sob a forma de um conjunto de traços

śısmicos chamado de sismograma, a amplitude e o tempo que a onda levou para

percorrer desde a fonte até o receptor.

Geralmente no levantamento terrestre utiliza-se explosivos ou caminhões vi-

bradores (vibroseis). No caso maŕıtimo, a fonte geralmente utilizada são canhões

de ar comprimido, conhecido como Airgun. O registro é feito através de hidrofones

ordenados em cabos chamados de streamers, que podem chegar a ter de 3 a 12 km de

comprimento, dependendo da profundidade a ser imageada. Apresenta-se na Figura

1.1 um esquema de aquisição terrestre (onshore) e maŕıtima (offshore).
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(a) Aquisição śısmica maŕıtima. 1- Fonte Śıs-
mica, 2- Representação de uma reflexão da es-
trutura geológica, 3 - Streamers, 4 - Navio Śıs-
mico.

(b) Aquisição śısmica terrestre. 1 - Caminhão
vibradores, 2- Representação do momento de
reflexão na estrutura geológica, 3 - Geofone ,
4- Estação de Registro

Figura 1.1: Representação da aquisição śısmica maŕıtima (a) e terrestre (b). Fonte:
www.sercel.com/about/what-is-geophysics.aspx

O registro maŕıtimo contempla apenas as amplitudes das ondas P ou ondas

compressionais, pois como a água possui módulo de rigidez igual a zero não haverá

propagação das ondas do tipo S (cisalhante).

Para simulação da propagação no interior da Terra utiliza-se a modelagem

śısmica. Um modelo matemático que pode ser adotado nessa modelagem para des-

crever o fenômeno f́ısico da propagação de ondas śısmicas é a equação acústica da

onda (BULCÃO, 2004).

A simulação numérica da onda tem sido uma ferramenta indispensável para

compreensão da propagação de ondas śısmicas em meios geologicamente complexos,

fornecendo eficientes soluções do campo de ondas especialmente para a Migração

Reversa no Tempo e para Inversão da Forma de Onda Completa (CHU e STOFFA,

2012). Um método que tem sido largamente usado nesta solução é o Método das

Diferenças Finitas (MDF), devido a sua fácil implementação e sua eficiência em meios

heterogêneos ((ZHANG e YAO, 2013), (VIRIEUX, 1986), (LEVANDER, 1988).

Convencionalmente, o MDF tem forte dispersão numérica na presença de

componentes de altas frequências, o que causa um problema para a indústria, visto

que a alta resolução de imagens e a inversão do campo de onda para estruturas

complexas requerem a manipulação de altas frequências. Outro obstáculo do MDF

é o forte aparecimento de dispersão, quando se usa um espaçamento de malha muito

espesso. O uso deste espaçamento é necessário, pois reduz o número de pontos do

modelo, o que diminui a demanda de memória e o custo computacional.

Para contornar essa limitação, uma estratégia empregada usualmente consiste

em reduzir a frequência de corte para obter um maior espaçamento entre a malha,

porém tal estratégia não proporciona uma alta resolução śısmica.

O ideal é utilizar o método Pseudospectral ((GAZDAG, 1981);(KOSLOFF
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e BAYSAL, 1982);(KOSLOFF et al., 1984);(FORNBERG, 1987);(RESHEF et al.,

1988a);(RESHEF et al., 1988b);(CARCIONE, 1999);(CARCIONE et al., 1992)) que

utiliza uma malha espessa, mas também é livre de dispersão numérica na presença

de altas frequências, levando em consideração o erro proveniente da discretização no

tempo (ZHANG e YAO, 2013). Porém seu uso é muito custoso do ponto de vista

computacional.

FORNBERG (1987), provou que as altas ordens do MDF se aproxima do

método Pseudospectral. ((ZHOU e GREENHALGH, 1992);(IGEL et al., 1995);

(CHU et al., 2009);(CHU e STOFFA, 2012)(ZHANG e YAO, 2013)). Foi demostrado

por CHU e STOFFA (2012) que existe um grupo de truncamento de funções janela

que aproxima diretamente o MDF do método Pseudospectral.

O uso de janelas cônicas para reduzir o efeito de dispersão proveniente do

truncamento é muito conhecido na literatura. HOLBERG (1987) foi o pioneiro

na construção de operadores convolucionais utilizando um método de otimização

para derivada espacial, empregada no cálculo da equação da onda. ZHOU e GRE-

ENHALGH (1992) utilizou a janela Generalized-Powered Hanning para gerar um

operador de derivada segunda aplicado na modelagem acústica. Os autores IGEL

et al. (1995) utilizaram a janela Gaussiana a fim de desenvolver um operador de DF

para malha intercalada empregada na modelagem da equação elástica da onda iso-

trópica. No trabalho de ZHOU et al. (1993) foi aplicada a janela Powered Hanning

e CHU e STOFFA (2012) propuseram a Scaled Binominal Window.

CHU e STOFFA (2012) encontraram duas famı́lias de Binomial Window que

podem ser utilizadas para derivar operadores de DF analiticamente. Com uma pe-

quena alteração, estas janelas também podem ser utilizadas para derivar operadores

com maior propriedade de dispersão. Porém, a utilização destas diferentes funções

janelas envolve diversos controles de parâmetros que são dif́ıceis de determinar. Ou-

tro fato é que as tais funções necessitam serem manuseadas com cautela pois podem

afetar substancialmente o resultado final (ZHANG e YAO, 2013).

Uma sáıda para contornar esse problema é a utilização de técnicas de otimi-

zação para minimizar o erro de dispersão gerando operadores otimizados (CHU e

STOFFA, 2012).

ZHANG e YAO (2013) reduziram as dispersões numéricas do MDF, na pre-

sença de componentes de altas frequências, otimizando os coeficientes do operador

DF através da maximização da convergência do número de onda, dado um limite de

erro de 0.0001. Ressalta-se que tal erro é o menor utilizado na literatura, indo de

perfeito acordo entre as análises teóricas e experimentos numéricos. Foi examinado

também o pico absoluto do erro entre o operador otimizado no domı́nio do número

de onda e o número de onda anaĺıtico.
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1.1 Metodologia e Objetivo

Nesse trabalho, foi utilizado o MDF para encontrar a solução aproximada

das equações diferenciais parciais, que descrevem o fenômeno f́ısico da propagação

de ondas śısmicas. Com o propósito de melhorar a precisão do método, aplicou-

se uma metodologia que aproxima diretamente o MDF do método Pseudospectral.

Por meio da transformada inversa de Fourier foi implementado um operador dife-

rencial convolucional, onde se utilizou diferentes funções janela para buscar novos

coeficientes para o MDF.

A melhoria da precisão foi avaliada através da equação do erro espectral, uti-

lizando as diferentes funções janela empregadas no operador. Tal avaliação permite

estimar parâmetros para cada função, buscando diminuir o erro numérico proveni-

ente da aproximação, para isso utilizou-se uma limitação do erro de 0, 0001.

Nesse trabalho, a dispersão foi avaliada considerando a velocidade de fase

da onda. Durante essa avaliação, a fim de que não ocorresse dispersão numérica na

modelagem, considerou-se uma metodologia que restringe o intervalo de limitação de

erro da curva da velocidade de fase normalizada. Com isso foram gerados os parâme-

tros de estabilidade e dispersão das altas ordens do MDF, que foram fundamentais

para obter uma modelagem śısmica precisa com redução do custo computacional.

Para efeito de comparação, foram gerados resultados para diferentes ordens

do método. Foi empregado o operador convencional (Taylor) e o novo operador

otimizado na Modelagem Acústica da Onda descrita sobre um modelo homogêneo e

sobre um modelo complexo.

As avaliações, do ponto de vista computacional, para as diferentes ordens

utilizadas nesse trabalho, foram geradas a fim de alcançar uma redução do custo

computacional.

Como aplicação da metodologia descrita nessa dissertação, foi utilizada a

Migração Reversa no Tempo.

Esse trabalho tem como principal objetivo, avaliar as altas ordens do MDF

empregadas na modelagem acústica da onda aplicado e na Migração Reversa no

Tempo, tendo como propósito a redução do custo computacional e o melhoria da

precisão.
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1.2 Estrutura da Dissertação

A seguir, será apresentado um resumo do conteúdo de cada um dos caṕıtulo

desta dissertação.

No Caṕıtulo 2, são apresentados os procedimentos necessários para obtenção

dos coeficientes do Método de Diferenças Finitas, de forma convencional e otimi-

zada, obtidas através do emprego de diferentes funções filtro. São também expostas

as análises de dispersão numérica visando avaliar a precisão e a eficiência das apro-

ximações.

No caṕıtulo 3, apresentam-se a formulação para obter a discretização da equa-

ção acústica da onda empregada na modelagem śısmica, bem como a metodologia

de análise de dispersão e estabilidade necessárias para gerar os parâmetros para

garantir uma modelagem eficiente e precisa.

No Caṕıtulo 4, é exposto o procedimento empregado na Migração Reversa

no Tempo (RTM) utilizando a equação acústica da onda. Será descrito a aplica-

ção da condição de imagem por tempo de excitação baseada no critério de máxima

amplitude e a correlação cruzada entre os campos de onda ascendentes e descenden-

tes. Outro tópico importante abordado nesse caṕıtulo é a suavização no campo da

vagarosidade.

No Caṕıtulo 5, são apresentados os resultados e respectivas análises de pre-

cisão numérica e eficiência computacional do operador de DF convencional e otimi-

zado, empregado na modelagem acústica da onda e na Migração Reversa no Tempo.

Ao final deste trabalho, no Apêndice A, é descrita a formulação da Equa-

ção Acústica da Onda e suas condições iniciais utilizadas no caso da geof́ısica. No

Apêndice B é descrita a formulação da Equação Elástica da Onda. No Apêndice

C encontra-se a discretização da equação elástica da onda de forma a permitir que

se escreva suas derivadas discretas através do operador de DF convolucional e, por

último, no Apêndice D, apresenta-se a fonte śısmica utilizada nessa dissertação e o

tratamento das reflexões de bordas não reflexivas.
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Caṕıtulo 2

Obtenção dos Operadores de

Diferenças-Finitas

2.1 Introdução

Na propagação de ondas em meios geologicamente complexos uma ferramenta

que tem sido indispensável é a modelagem śısmica (CHU e STOFFA, 2012). O

problema da simulação da propagação de ondas śısmicas corresponde em resolver

equações diferenciais que descrevem a propagação no interior da Terra, sob um

conjunto de condições iniciais, finais e de contorno.

Dentre os muitos métodos numéricos propostos para resolver tais equações

diferenciais, o MDF é um dos mais populares, por ser de fácil implementação e

também um dos mais bem sucedidos por ser ideal para modelos complexos, devido a

sua eficiência (ALFORD et al. (1974);VIRIEUX (1986)). Tal método se baseia nas

aproximações das derivadas das equações diferenciais através da substituição destas

por aproximações discretas.

Em geral, para fazer a aproximação das derivadas, emprega-se uma expansão

truncada da série de Taylor, e posteriormente obtém-se os coeficientes referente a

cada ponto do Stencil da fórmula da DF (operador). Outra estratégia para encontrar

os coeficientes, baseia-se na construção de um filtro de resposta finita impulsiva.

Nessa seção, serão apresentados os procedimentos necessários para obtenção

dos coeficientes do método de DF, de forma convencional e otimizada, obtidas atra-

vés do emprego de diferentes funções filtro. Além disso, serão expostas as análises do

erro espectral tendo como objetivo avaliar a precisão e a eficiência das aproximações.
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2.2 Operador de Diferenças-Finitas Convencional

Nessa seção será discutido como se obtém os coeficientes do operador de DF

usando a expensão de Taylor. Outra forma de determinar os coeficientes é usar a

interpolação polinomial de Lagrange (FORNBERG, 1998)

Seja f (x) uma função cont́ınua, bem como suas derivadas. Pode-se expandir

sua derivada segunda em função da série de Taylor em torno do ponto x = 0, através

da seguinte expressão:

∂2 f (x)
∂x2

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
1

∆x2

c0 f0 +

N/2∑
n=1

cn ( fn + f−n)

 , (2.1)

onde fn = f (n∆x), ∆x é o espaçamento da malha, cn são os coeficientes referente

a cada ponto do Stencil da fórmula de DF e N (N ≥ 2) é um número inteiro par

que descreve a ordem do operador. Uma das formas mais gerais de determinar cn

é primeiramente aplicar a transformada de Fourier em ambos os lados da Equação

(2.1) obtendo a seguinte Equação:

−(kx∆x)2 = c0 + 2
N/2∑
n=1

cn cos(nkx∆x), (2.2)

onde kx é o número de onda na direção x. Expandindo o termo cosseno através

da série de Taylor até a N-ésima ordem e igualando os coeficientes da potência

kx∆x, obtém-se o seguinte sistema de equações lineares do qual pode-se obter cn

analiticamente ou numericamente.

1
2 10 20 · · ·

(
N
2

)0

0 12 22 · · ·
(

N
2

)2

0 14 24 · · ·
(

N
2

)2

...
...

...
...

...

0 1N 2N · · ·
(

N
2

)N





c0

c1

c2
...

cN/2


=



0
1
0
...

0


, (2.3)

Sendo assim, os coeficientes do MDF Convencional para derivada segunda

com N ∈ [2, 4, 8, 10, 16] são apresentados na Tabela 2.1. Para o caso da fórmula da

derivada primeira discretizada em uma malha regular e intercalada, tem-se, respec-

tivamente:

∂ f (x)
∂x

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
1

∆x

N/2∑
n=1

bn ( fn − f−n) (2.4)

e
∂ f (x)
∂x

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
1

∆x

N/2∑
n=1

sn

(
f 2n−1

2
− f− 2n−1

2

)
, (2.5)
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onde o termo bn são os coeficientes do Stencil do operador para derivada primeira

e sn são os coeficientes do Stencil do operador para malha intercalada.

O procedimento para obter os termos bn e sn é o mesmo aplicado para encon-

trar cn, aplica-se a transformada de Fourier nas Equações (2.4) e (2.5), resultando

em:

kx∆x = 2
N/2∑
n=1

bn sin (nkx∆x) , (2.6)

kx∆x = 2
N/2∑
n=1

sn sin
(
kx∆x

2n − 1
2

)
. (2.7)

Tabela 2.1: Coeficientes do MDF para derivada segunda, malha regular.

N c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

2 −2 1

4 − 5
2

4
3 − 1

12

6 − 49
18

3
2 − 3

20
1

90

8 − 205
72

8
5 − 1

5
8

315 − 1
560

10 − 5269
1800

5
3 − 5

21
5

126 − 5
1008

1
3150

12 − 5369
1800

12
7 − 15

56
10
189 − 1

112
2

1925 − 1
16632

14 − 266681
88200

7
4 − 7

24
7

108 − 7
528

7
3300 − 7

30888
1

84084

16 − 1077749
352800

16
9 − 14

45
112
1485 − 7

396
112

32175 − 2
3861

16
315315 − 1

411840

Novamente, recorre-se à série de Taylor aplicada ao termo seno até a N-ésima

ordem e igualam-se os coeficientes da potência kx∆x de tal forma a obter um sistema

de equações lineares semelhante ao da expressão (2.3). No caso da derivada primeira

da malha regular, tem-se:

(1)1 (2)1 (3)1
· · ·

(
N
2

)1

(1)3 (2)3 (3)3
· · ·

(
N
2

)3

(1)5 (2)5 (3)5
· · ·

(
N
2

)5

...
...

...
...

...

(1)N−1 (2)N−1 (3)N−1
· · ·

(
N
2

)N−1





b1

b2

b3
...

bN/2


=



1
2

0
0
...

0


. (2.8)
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e da intercalada, teremos :

(
1
2

)1 (
3
2

)1 (
5
2

)1
· · ·

(
2N−1

2

)1(
1
2

)3 (
3
2

)3 (
5
2

)3
· · ·

(
2N−1

2

)3(
1
2

)5 (
3
2

)5 (
5
2

)5
· · ·

(
2N−1

2

)5

...
...

...
...

...(
1
2

)N−1 (
3
2

)N−1 (
5
2

)N−1
· · ·

(
2N−1

2

)N−1





s1

s2

s3
...

sN/2


=



1
2

0
0
...

0


. (2.9)

Os coeficientes do MDF Convencional para derivada primeira com uma malha

regular e intercalado são apresentados respectivamente na Tabela 2.2 e a Tabela 2.3

Destaca-se que a partir das Equações (2.2), (2.6) e (2.7), pode-se mostrar que o MDF

é equivalente à aproximação polinomial trigonométrica do método Pseudospectral.

O que significa que o MDF aproxima-se do método Pseudospectral quando a ordem

do operador é tão grande quanto o tamanho do modelo. Isto é, em caso que todos

os pontos da malha são utilizados na aproximação da derivada, o MDF se torna o

método Pseudospectral (CHU e STOFFA, 2012).

Tabela 2.2: Coeficientes do MDF para derivada primeira, malha regular

N b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8

2 1
2

4 2
3 − 1

12

6 3
4 − 3

20
1

60

8 4
5 − 1

5
4

105 − 1
280

10 5
6 − 5

21
5

84 − 5
504

1
1260

12 6
7 − 15

56
5

63 − 1
56

1
385 − 1

5544

14 7
8 − 7

24
7

72 − 7
264

7
1320

7
10296

1
24024

16 8
9 − 14

45
56

495 − 7
198

56
6435 − 2

1287
8

45045 − 1
102960

Tabela 2.3: Coeficientes do MDF para derivada primeira, malha intercalada

N s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8
2 1

4 9
8

6 75
64 − 1

24
3

640

8 1225
1024 − 25

384
49

5120 − 5
7168

10 19845
16384 − 245

3072
567

40960 − 405
229376

35
294912

12 160083
131072 − 735

8192
22869

1310720 − 5445
1835008

847
2359296 − 63

2883584

14 1288287
1048576 − 12705

131072
429429

20971520 − 61347
14680064

1303
18874368 − 3549

46137344
231

54525952

16 41409225
33554432 − 429429

4194304
3864861

167772160 − 1254825
234881024

325325
301989888 − 61425

369098752
7425

436207616 − 143
167772160
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2.3 Operador de Diferenças Finitas Convolucio-

nal

Na seção anterior, foi apresentada a metodologia para gerar os coeficientes de

DF através da expansão de Taylor a partir do operador convencional. Nesta seção,

será esclarecido, tomando como base o trabalho de ZHOU e GREENHALGH (1992),

o conceito da obtenção dos coeficientes de DF gerados a partir de filtros empregados

junto ao operador convolucional.

Do teorema de diferenciação da transformada de Fourier, sabe-se que

F

{
∂2 f (x)
∂x2

}
= −k2

x f̂ (kx), (2.10)

e, uma vez que

F −1 {F { f } · F {g}} = F −1 {F { f ∗ g}} = f ∗ g, (2.11)

tem-se
∂2 f (x)
∂x2 = d2(x) ∗ f (x), (2.12)

onde F {· } e F −1{· } denotam a transformada direta e inversa de Fourier, respectiva-

mente, e “∗” a convolução com respeito a x.

A Equação (2.12) descreve que a derivada parcial de segunda ordem pode ser

escrita como a convolução de d2(x) e f (x), onde d2(x) é o operador diferencial convo-

lucional para a derivada segunda, considerado como um filtro. Por esta razão, d2(x)
é concebido como um exerćıcio de śıntese de filtro digital na área de processamento

de sinal (ZHOU e GREENHALGH, 1992).

No domı́nio do número de onda, d2(x) é expresso por d̂2(kx) como

d̂2(kx) = −k2
x. (2.13)

Para que seja posśıvel efetuar os cálculos numericamente utilizando a Equação

(2.12), deve-se restringir kx de tal forma há não haver efeitos espúrios, ou seja,

d̂2(kx) =

 −k2
x para |kx| ≤ kxn

0 para |kx| > kxn
, (2.14)

onde kxn é o número de onda de Nyquist, cujo valor é π/∆x.

Aplicando a transformada inversa de Fourier :

d2(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

d̂2(kx)eikx xdkx, (2.15)
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para x , 0, temos:

d2(x) =
1

2π

∫ kxn

−kxn

−k2
xeikx xdkx =

1
π

[
−

2kxn

x2 cos(kxnx) +

(
2
x3 −

k2
xn

x

)
sin(kxnx)

]
, (2.16)

e para x = 0, teremos:

d2(0) =
1

2π

∫ kxn

−kxn

−k2
xeikx xdkx = −

k3
xn

3π
. (2.17)

Logo, o operador diferencial convolucional para derivada segunda em relação

a x é:

d2(x) =


1
π

[
−

2kxn
x2 cos(kxnx) +

(
2
x3 −

k2
xn
x

)
sin(kxnx)

]
para x , 0

−
k3

xn
3π para x = 0

. (2.18)

Como pode ser observado na Figura 2.1, o operador diferencial convolucional

exibe duas propriedades importantes. A primeira delas é relacionada ao rápido

decaimento quando fora da origem, isto permite calcular a convolução na Equação

(2.12) usando poucos termos do operador diferencial. A segunda propriedade diz

respeito ao fato dos coeficientes serem simétricos (ZHOU e GREENHALGH, 1992).

Figura 2.1: Diferenciador convolucional para derivada segunda.

Por questões práticas de otimização quanto à implementação computacional,
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resolve-se a integral da Equação (2.16) da seguinte forma (Apêndice E):

∂2 f (x)
∂x2

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
1

∆x2

∞∑
n=−∞;n,0

[
−

2
n2 cos(nπ)

]
f (n∆x). (2.19)

onde ∆x é o intervalo de amostragem no eixo x.

De forma semelhante, chega-se a uma expressão da derivada primeira para a

malha regular e intercalada, respectivamente:

∂ f (x)
∂x

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
1

∆x

∞∑
n=−∞;n,0

[
−

1
n

cos(nπ)
]

f (n∆x), (2.20)

∂ f (x)
∂x

∣∣∣∣∣∣
x= ∆x

2

=
1

∆x

∞∑
n=−∞

−1
π

sin
[(

1
2 − n

)
π
]

(
1
2 − n

)2

 f (n∆x). (2.21)

Segundo ZHOU e GREENHALGH (1992), embora o diferencial convolucional

possa ser truncado para implementação prática, sendo assim considerado um projeto

de Filtro de Resposta Impulsiva Finita (RIF), se uma janela retangular for usada

para esse truncamento, o fenômeno de Gibbs (oscilações do espectro de amplitude

de um filtro nas proximidades da região truncada)(BRACEWELL, 1986) fará com

que o operador diferencial RIF se torne impraticável.

Pode-se reduzir esse fenômeno e obter filtros mais curtos, utilizando funções

janela que possuam caracteŕıstica cônica com um suave decrescimento em direção a

zero nas extremidades. Estas janelas fazem com que as pequenas oscilações em torno

da amplitude nula sejam zeradas, reduzindo assim o fenômeno de Gibbs. O tipo

de janela utilizada e o comprimento do truncamento determinam uma importante

caracteŕıstica espectral para o operador diferencial, ajudando assim a determinar

uma resposta espectral da derivada (ZHOU e GREENHALGH, 1992).

Como demonstrado em CHU e STOFFA (2012) os Stencils de DF são versões

truncadas das Equações (2.19), (2.20) e (2.21). Sendo que para N + 1 pontos do

Stencil, onde N continua sendo um número par, estas fórmulas podem ser reescritas

como:
∂2 f (x)
∂x2

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
1

∆x2

N/2∑
n=−N/2;n,0

[
−

2
n2 cos(nπ)w(n)

]
f (n∆x), (2.22)

∂ f (x)
∂x

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
1

∆x

N/2∑
n=−N/2;n,0

[
−

1
n

cos(nπ)w(n)
]

f (n∆x), (2.23)

∂ f (x)
∂x

∣∣∣∣∣∣
x= ∆x

2

=
1

∆x

N/2∑
n=1−N/2

−1
π

sin
[(

1
2 − n

)
π
]

(
1
2 − n

)2 w(n)

 f (n∆x), (2.24)
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onde w(n) é chamada de função janela (window function).

Reportando-se às Equações (2.1) e (2.4), apresenta-se outra forma de calcular

os coeficientes das fórmulas de DF (CHU e STOFFA, 2012):

cn = −
2
n2 cos(nπ)w(n), (2.25)

bn = −
1
n

cos(nπ)w(n), (2.26)

para n = ±1,±2, ...,±N
2 . Como c−n = cn e b−n = −bn, então para n = 0 resulta que

c0 = −

N/2∑
k=1

(c−n + cn), (2.27)

b0 = −

N/2∑
k=1

(b−n + bn) ≡ 0. (2.28)

A função janela que faz com que os coeficientes obtidos através das Equações

(2.25) e (2.26) sejam os mesmos daqueles obtidos através da série de Taylor (Equa-

ções (2.1) e (2.4)) é chamada de scaled binomial window e tem a seguinte expressão:

w(n) =

(
N

N
2 +n

)
(

N
N
2

) . (2.29)

No caso da derivada primeira para a malha intercalada (ver Equação (2.5)),

tem-se

sn = −
1
π

sin
[(

1
2 − n

)
π
]

(
1
2 − n

)2 w(n), (2.30)

onde n = 1 − N
2 , 2 −

N
2 , ...,

N
2 e w(n) é dado por:

w(n) =


π
4 para N = 2
N−1

22N−3

(
N−3
N
2 −1

) (
N−1

N
2 −1+n

)
π para N > 2

. (2.31)

A utilização desta função janela permite, em um mesmo código, fazer mu-

danças na ordem de precisão do operador e no tamanho do espaçamento da malha

por direção em cada execução através dos operadores de DF descritos nas Equa-

ções (2.22) a (2.24), permitindo assim uma maior flexibilidade para a realização da

modelagem e da migração de dados śısmico.
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2.4 Melhoria na Propriedade de Dispersão

Na seção anterior, 2.3, foi apresentada um procedimento geral e mais simples

de obter os coeficientes do operador de DF, para qualquer ordem de precisão. E

como esses coeficientes têm os mesmos valores daqueles obtidos através da expansão

da série de Taylor, o operador convolucional (2.22) a (2.24) mantém as mesmas

vantagens do operador convencional (2.1), (2.4) e (2.5). Este, no entanto, ainda

apresenta o mesmo problema de precisão do operador de DF convencional. Ambos

preservam boa precisão para baixos números de onda, mas não para os mais elevados.

Caso seja utilizado um operador de ordem reduzida, como o de quarta ordem, deve-

se empregar uma malha muito refinada a fim de não haver problemas de dispersão

numérica.

Uma solução para o problema mencionado é a adoção de outras funções janela

w(n), que permitam melhorar a precisão sem aumentar a ordem do operador, isto

é, sem utilizar mais pontos na discretização. Sendo assim, o objetivo da próxima

seção é empregar o operador convolucional para aumentar a precisão sem impli-

car no aumento do custo computacional, o que não é posśıvel através do operador

convencional.

2.4.1 Funções Janela

Uma variedade de funções janela podem ser empregadas na construção de

um filtro FIR (ROBERTS e MULLIS, 1987). No presente trabalho, tal construção

é feita no domı́nio espacial, onde a filtragem é dada através da convolução do sinal

de entrada (campo de onda) com um diferencial convolucional.

A função janela comumente usada na construção desse filtro é a função Gaus-

siana (Gaussian window) (CHU e STOFFA, 2012):

w(n) = e−κn
2
. (2.32)

Os autores IGEL et al. (1995) utilizaram esta função a fim de desenvolver

um operador de derivada primeira para uma malha intercalada. Eles empregaram

o operador na modelagem da Equação da onda elástica isotrópica e propuseram

utilizar κ = 0.2 na discretização do operador de oitava ordem, enquanto que CHU

et al. (2009) utilizaram considerando anisotropia total.

Outra função janela, a Generalized-powered Hanning, foi utilizada no trabalho

de ZHOU e GREENHALGH (1992) para gerar um operador de derivada segunda

aplicado na modelagem acústica.
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Essa função é expressa por:

w(n) =

[
2α − 1 + 2(1 − α) cos2

(
πn

N + 4

) ] ξ
2

, (2.33)

onde α e ξ determinam a forma da janela. Os autores sugeriam utilizar α = 0.54 e

ξ = 6.0 para a discretização do operador de derivada segunda de oitava ordem. No

caso em que α (0.5 ≤ α ≤ 1) é constante e ξ é variável tem-se uma variedade de

funções janela que podem ser consideradas.

No trabalho de ZHOU et al. (1993) foi empregada a janela Powered Hanning

(Powered Hanning Window) que é um caso particular da função acima quando

α = 0.5. Sendo assim, a função (2.33) toma a seguinte forma:

w(n) =

[
cos2

(
πn

N + 4

) ]σ
. (2.34)

Neste caso, os autores utilizaram esta janela para modelar a Equação acústica

da onda com densidade variável e o valor do parâmetro σ sugerido, para discretiza-

ção do operador de oitava ordem, foi quatro. Entretanto, a melhoria no resultado

foi conseguida juntamente com a aplicação de um tratamento de borda, o qual se

fez uma modificação no comprimento do operador próximo a região do contorno

reduzindo os problemas de dispersão.

Conforme descrito na seção anterior, as funções Binominal Window, expressas

em (2.29) e (2.31), obtém os mesmos coeficientes convencionais de Taylor. CHU e

STOFFA (2012) desenvolveram uma alternativa, utilizando a Binominal Window,

que pode gerar coeficientes para o operador com melhor propriedade de dispersão.

Estas novas versões são expressas como segue:

w(n) =

(
N+M

N+M
2 +n

)
(

N+M
N+M

2

) , (2.35)

w(n) =


π
4 para N = 2
N+M−1

22(N+M)−3

(
N+M−3
N+M

2 −1

) (
N+M−1

N+M
2 −1+n

)
π para N > 2

, (2.36)

onde M é um número par, maior que zero e chamado de parâmetro de otimização.

As funções janela têm seus parâmetros alterados quando emprega-se um

operador com diferente número de pontos na discretização. Destaca-se que as funções

(2.32) a (2.36) são dependentes da ordem de precisão N utilizada na discretização

do operador como será visto mais a frente.
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2.4.2 Erro Espectral na Malha Simples

Com o intuito de avaliar a melhoria na propriedade de dispersão para malha

simples e estimar os parâmetros das funções janela, foram constrúıdos gráficos de

análise do erro espectral da derivada segunda para diferentes ordens de precisão,

através das diferentes funções janela. Essa avaliação permitiu estimar os parâmetros

para cada função buscando diminuir o erro numérico proveniente da aproximação

da derivada, conforme mencionado na seção anterior.

A fórmula do erro espectral absoluto origina-se da Equação (2.2), e são rees-

critas em função do número de onda normalizado pelo número de onda de Nyquist

( k
kxn

), ou seja:

Erro
(

kx

kxn

)
= −

c0 + 2
N/2∑
n=1

cn cos
(

kx

kxn
nπ

) − (
kx

kxn
π

)2

. (2.37)

A ideia básica é a de ampliar a cobertura do número de onda considerando

um determinado erro de limitação (HOLBERG, 1987), aumentando desta forma a

precisão da discretização da derivada. As limitações do erro, amplamente utilizadas

de 0, 0003 até 0, 03 conforme HOLBERG (1987) sugere, são grandes para a modela-

gem de alta precisão. É por isso que geralmente encontram-se grandes melhorias nas

análises teóricas, no entanto não são bem sucedidas nas aplicações práticas (ZHANG

e YAO, 2013).

Conforme proposto por ZHANG e YAO (2013) o erro espectral do operador

será limitado nesse trabalho em 0, 1%, o menor encontrado na literatura estando de

perfeito acordo entre as análises teóricas e experimentos numéricos.

A análise para a derivada segunda, utilizando operadores convolucionais com

precisão de segunda ordem, reproduziu o mesmo erro espectral que os coeficientes

convencionais (Figura 2.2).

Para a precisão de quarta ordem, somente a Generalized-powered Hanning

Window apresentou resultado dentro da faixa de erro, no entanto a precisão foi pra-

ticamente a mesma da convencional (Figura 2.3). Na análise de precisão da oitava

ordem, além da Generalized-powered Hanning Window a Powered Hanning Win-

dow também apresentou resultado dentro do limite de erro, porém não apresentou

melhora de precisão (Figura 2.4).

A precisão encontrada do operador convolucional para expansão de décima

ordem, foi maior que a expansão convencional para quase todas as funções janela

(Figura 2.5). As curvas do erro absoluto para os coeficientes convencionais estão mais

próximas de zero, distanciando gradualmente com o aumento do número de onda. Já

as curvas do erro absoluto para os coeficientes convolucionais, oscilam várias vezes

dentro do limite fixo do erro e posteriormente afastam-se dessa limitação (Figura
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Figura 2.2: Comparação do erro absoluto dos operadores da derivada segunda con-
vencional com os convolucionais para 2a ordem no domı́nio do número de onda. Com
k = 0.19309, α = 0.54, ξ = 5.3 e σ = 4.78

.

Figura 2.3: Comparação do erro absoluto dos operadores da derivada segunda con-
vencional com os convolucionais para 4a ordem no domı́nio do número de onda. Com
α = 0.49e ξ = 5.2

.

2.5(b)).

Mesmo tendo um comportamento oscilatório, os operadores convolucionais

estão sempre dentro de uma faixa de erro de [−0.0001, 0.0001]. Com isso, os coe-

ficientes de décima ordem, estando abaixo de um limite permitido, são eficazes na

obtenção de uma gama mais ampla de número de ondas precisas e proporcionam

uma redução das dispersões numéricas.Porém, apesar do resultado ter melhorado,

ainda está próximo da precisão obtida pelos coeficientes convencionais. Uma forma

de aumentar essa diferença é utilizar ordens mais elevadas (Figuras 2.7 e 2.6).

O resultado para os operadores de derivada segunda convolucional para dé-

cima segunda ordem (Figura 2.6) apresentou uma melhora mais significativa em

comparação ao operador de décima ordem. A Figura 2.6(a) apresenta uma visão
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Figura 2.4: Comparação do erro absoluto dos operadores da derivada segunda con-
vencional com os convolucionais para 8a ordem no domı́nio do número de onda. Com
M = 0, α = 0.57 e ξ = 9.0 e σ = 7.8.

(a) Visão geral do erro absoluto dentro da faixa de (−0.4, 0.1).

(b) Visão ampliada do erro absoluto dentro da faixa de (−0.0004, 0.0002).

Figura 2.5: Comparação do erro absoluto dos operadores da derivada segunda con-
vencional com os convolucionais para 10a ordem no domı́nio do número de onda.
Com M = 2, k = 0.207, α = 0.54, ξ = 7.4 e σ = 7.6.
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mais geral que evidência uma maior cobertura do número de ondas para os coefici-

entes gerados pela Generalized-powered Hanning Window, utilizando os parâmetros

α = 0.55 e ξ = 7.25

(a) Visão geral do erro absoluto dentro da faixa de (−0.4, 0.1).

(b) Visão ampliada do erro absoluto dentro da faixa de (−0.0004, 0.0002).

Figura 2.6: Comparação do erro absoluto dos operadores da derivada segunda con-
vencional com os convolucionais para 12a ordem no domı́nio do número de onda.
Com M = 2, k = 0.15, α = 0.55, ξ = 7.25 e σ = 7.3.

O operador de décima segunda ordem não apresentou melhora para todas as

funções janela. A fim de buscar tal eficiência, analisou-se os operadores de décima

sexta ordem (Figura 2.7) e trigésima segunda ordem (Figura 2.8). O operador de

décima sexta ordem apresentou resultados eficientes para todas as funções janela

tendo a Generalized-powered Hanning Window, utilizando α = 0.54 e ξ = 6.2, o

melhor resultado para altos números de ondas, dentro do limite do erro permitido

(Figura 2.8(b)).

A busca por componentes de altas frequências são essenciais para alcançar

altas resoluções, sendo uma necessidade muito importante para redução da dispersão

numérica referente ao MDF (LIU e SEN, 2009b). O resultado do operador de tri-
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gésima segunda ordem reforça a ideia de aumentar a ordem para obter uma melhor

precisão, porém deve-se lembrar que o Stencil desse operador emprega 33 pontos e

o de décima sexta ordem emprega 17, o que aumentará o custo computacional.

(a) Visão geral do erro absoluto dentro da faixa de (−2, 0.5).

(b) Visão ampliada do erro absoluto dentro da faixa de (−0.0004, 0.0002).

Figura 2.7: Comparação do erro absoluto do operador convencional com o convolu-
cional para 16a ordem no domı́nio do número de onda. Com M = 16, k = 0.15, α =

0.55, ξ = 7.25 e σ = 7.3.

Os parâmetros envolvidos em cada uma dessas funções janela são dif́ıceis de

determinar e ao mesmo tempo eles necessitam de serem manuseados com cautela,

pois podem afetar significativamente o resultado final (ZHANG e YAO, 2013). Uma

sáıda para contornar esse problema é utilizar técnicas de otimização para minimizar

o erro de dispersão (Fórmula (2.37)), a fim de obter operadores de DF otimizados

(CHU e STOFFA, 2012).

Uma recente publicação apresentou uma redução da dispersão numérica do

MDF, na presença de componentes de altas frequências. ZHANG e YAO (2013)

otimizaram os coeficientes do operador através da maximização da convergência do

número de onda, dado uma limitação do erro. Foi examinado o pico absoluto do erro
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(a) Visão geral do erro absoluto dentro da faixa de (−0.4, 0.1).

(b) Visão ampliada do erro absoluto dentro da faixa de (−0.0004, 0.0002).

Figura 2.8: Comparação do erro absoluto entre o operador convencional e convolu-
cional de 32a ordem. Com M = 24, k = 0.15, α = 0.55, ξ = 7.25 e σ = 7.3.

entre o operador otimizado no domı́nio do número de onda e no domı́nio do número

de onda anaĺıtico. Para gerar os coeficientes otimizados, foi utilizado o algoritmo

Simulated Annealing (SA). Tais coeficientes são listados na Tabela 2.4.

De posse dos novos coeficientes, compara-se o erro absoluto destes com os

melhores coeficientes convolucionais encontrados através da utilização de diferentes

funções janela, considerando também os coeficientes convencionais. Os coeficientes

otimizados gerados pela Scalar Binominal window apresentaram maior precisão da

4a à 16a ordem, evidenciando uma precisão de 8a ordem equivalente a de 12a ordem

convencional. Destaca-se também que a 12a ordem teve precisão próxima da 24a

ordem convencional e a 16a ordem obteve uma precisão maior que a 36a ordem

convencional (Figura 2.9).

A curva do erro absoluto do operador otimizado tem um comportamento simi-

lar à curva do operador convolucional. Ela oscila dentro de certo limite afastando-se

gradativamente desta limitação (Figura 2.9(b)).
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Tabela 2.4: Coeficientes convolucional otimizado para operador DF, retirados de
ZHANG e YAO (2013).

4a ordem 6a ordem 8a ordem 10a ordem 12a ordem 14a ordem 16a ordem

c0 -2.55567466 -2.81952122 -2.97399944 -3.05450492 -3.12108522 -3.16275980 -3.18543410

c1 1.37106192 1.57500756 1.70507669 1.77642739 1.83730507 1.87636137 1.89789462

c2 -0.09322459 -0.18267338 -0.25861812 -0.30779013 -0.35408741 -0.38612121 -0.40456799

c3 0.01742643 0.04577745 0.07115999 0.09988277 0.12263042 0.13676734

c4 -0.00523630 -0.01422784 -0.02817135 -0.04190565 -0.05150324

c5 0.00168305 0.00653900 0.01330243 0.01893502

c6 -0.00092547 -0.00344731 -0.00619345

c7 0.00055985 0.00159455

c8 -0.00020980

(a) Visão geral do erro absoluto dentro da faixa de (−0.6, 0.1).

(b) Visão ampliada do erro absoluto dentro da faixa de (−0.0004, 0.0002).

Figura 2.9: Comparação do erro absoluto entre o operador convencional, convoluci-
onal e convolucional otimizado.

A formulação e as análises descritas e realizadas nesta seção podem facilmente

ser aplicada para a derivada primeira da malha intercalada, para isso deve-se utilizar
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a seguinte fórmula do erro espectral absoluto, proveniente da Equação 2.7:

Erro
(

kx

kxn

)
= 2

N/2∑
n=1

snsin
[(

2n − 1
2

) (
kx

kxn
π

)]
−

(
kx

kxn
π

)
. (2.38)

O esquema de otimização proposto por ZHANG e YAO (2013) pode ser

estendido para o MDF intercalado, para obter um ganho na redução de dispersão

numérica. O MDF intercalado empregado por VIRIEUX (1986) tem pouca dispersão

comparado com o MDF convencional (ZHANG e YAO, 2013).

23



Caṕıtulo 3

Modelagem Śısmica

Dentre os diversos métodos utilizados no processo de exploração geof́ısica de

Petróleo e Gás, o Método Śısmico é considerado o mais importante. Tal método

se baseia na propagação, em subsuperf́ıcie, de ondas śısmicas produzidas por fon-

tes artificiais, e tem como principal objetivo delinear as estruturas geológicas da

subsuperf́ıcie da Terra.

Na śısmica de exploração um pulso de energia mecânica é gerado por uma

fonte artificial que se propaga pelas camadas geológicas onde são refletidas, refra-

tadas e difratadas ao entrarem em contato com diferentes impedâncias acústicas

(velocidade da onda śısmica x densidade), retornando para a superf́ıcie onde as

informações carregadas por elas são registradas pelos receptores. Os dados são pro-

cessados por meio de softwares espećıficos onde são apresentados, por exemplo, sob

a forma de sismogramas ou seção śısmica.

A modelagem śısmica é uma técnica para simular a propagação da onda no

interior da Terra, seu objetivo consiste resumidamente segundo FICHMAN (2005)

em:

• Avaliar as possibilidades e limitações do método śısmico;

• Otimizar os parâmetros de aquisição com base no interesse geológico;

• Gerar dados śısmicos sintéticos para a avaliação de novas metodologias de

inversão e imageamento;

• Verificar quanto os modelos sintéticos honram os dados śısmicos de campo, na

etapa de interpretação.

Neste trabalho, será utilizada a Equação Acústica da Onda para simular

numericamente a propagação de ondas śısmicas no meio. Ressalta-se que sua utili-

zação abrange apenas as ondas compressionais, porém gera resultados satisfatórios

em problemas geof́ısicos aplicados na indústria do petróleo e gás, com um menor
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custo computacional em relação, por exemplo, à modelagem elástica (CARCIONE

et al., 2002).

A simulação numérica da onda tem sido uma ferramenta indispensável para

compreensão da propagação de ondas śısmicas em meios geologicamente complexos,

fornecendo eficientes soluções do campo de ondas especialmente para a migração e

para Inversão Completa do Campo de Ondas (CHU e STOFFA, 2012). Um mé-

todo que tem sido largamente usado nesta solução é o MDF, devido a sua fácil

implementação e sua eficiência em meios heterogêneos (ZHANG e YAO, 2013).

Nesse caṕıtulo será apresentada a discretização da equação acústica da onda

que transformará o modelo matemático cont́ınuo em um modelo matemático discreto

através de uma malha de pontos, para realizar tal discretização será utilizado o MDF.

Também será apresentada a formulação para obtenção dos parâmetros de dispersão

e estabilidade seguindo uma maneira eficiente e precisa.

Na seção anterior, o emprego da função Scaled Binominal Window otimizada

no operador diferencial convolucional, apresentou maior precisão frente as demais.

Por isso, nesta seção será utilizado os coeficientes otimizados.

3.1 Fórmula de Modelagem Discreta da Equação

Acústica da Onda

A Equação Acústica da Onda pode ser obtida por meio da aplicação da 2a

lei de Newton e uma relação constituitiva adequada (Apêndice A).Ela é responsável

por simular a propagação das ondas śısmicas. Tal equação, considerando meios com

densidade constante, tem a seguinte forma:

∂2P(x, z, t)
∂x2 +

∂2P(x, z, t)
∂z2 =

1
C(x, z)2

∂2P(x, z, t)
∂t2 + f (t)δ(x − x f )δ(z − z f ). (3.1)

onde P(x, z, t) é o campo de pressão da onda, x e z são as coordenadas espacial, t é a

coordenada temporal, C(x, z) é a velocidade de propagação da onda no meio, f (t) é o

termo fonte, δ é o operador Delta de Dirac e x f e z f representam ponto de aplicação

da fonte śısmica na direção.

Com base nas Equações (2.12 e 2.18), pode-se reescrever a Equação 3.1 como:

d2(x) ∗ P(x, z, t) + d2(z) ∗ P(x, z, t) =
1

C(x, z)2

∂2P(x, z, t)
∂t2 + f (t)δ(x − x f )δ(z − z f ). (3.2)

onde novamente “∗” é o śımbolo de convolução.

Representando a Equação (3.2) na sua forma discreta, com ∆x2, ∆z2,∆t2, f n
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e δ definidos na Apêndice A, sendo C2
i, j a matriz velocidade de propagação do meio

e c os coeficientes do MDF, tem-se:

∂2P(x, z, t)
∂t2 = C2

i, j

[
1

∆x2

N/2∑
mi=− N

2

cmiPn
i−mi, j +

1
∆z2

N/2∑
m j=− N

2

cm jPn
i, j−m j

]
− f nδ(i − i f )δ( j − j f ). (3.3)

A derivada em relação ao tempo é discretizada normalmente utilizando o

operador de DF convencional de segunda ordem. Incorporando isto à Equação e

usando a simetria do diferenciador convolucional do lado direto, tem-se explicita-

mente o campo de ondas da seguinte forma (ZHOU e GREENHALGH, 1992):

Pn+1
i, j = C2

i, j∆t2
[ (

1
∆x2 cmi=0 +

1
∆z2 cm j=0

)
Pn

i, j

+
1

∆x2

N/2∑
mi=1

cmi

(
Pn

i−mi, j + Pn
i+mi, j

)
+

1
∆z2

N/2∑
m j=1

cm j

(
Pn

i, j−m j + Pn
i,m j+1

) ]
+2Pn

i, j − Pn−1
i, j − f nδ(i − i f )δ( j − j f ). (3.4)

A formulação, utilizando o operador diferencial convolucional, da modelagem

discreta da Equação Elástica da Onda conforme o esquema empregado por VIRIEUX

(1986) está descrito na Apêndice C.

3.2 Análise de Dispersão e Estabilidade

Na discretização da Equação da Onda por meio de operadores de DF, Equa-

ção (3.4), ocorrerá um erro na velocidade de fase e de grupo pois ambas passam a

depender do espaçamento da malha, da frequência do sinal e do ângulo de propaga-

ção, FARIA (1986). No caso da Equação da Onda esse erro aparece sobre a forma

de dispersão numérica.

Para determinar a relação de dispersão, pode-se considerar a expressão dis-

creta da propagação de uma onda plana harmônica em um meio infinito e homogê-

neo:

pt
x,z = ei[kx(x+ih)+kz(x+ jh)−ω(t+n∆t)], (3.5)

sendo ω é a frequência angular, i =
√
−1 e kx, kz são respectivamente os números de

onda nas direções x e z, expressos por:

kx = kcosθ e kz = ksenθ. (3.6)

26



onde k é o módulo do vetor número de onda e θ o ângulo entre a direção vertical

(eixo z) e a direção da propagação da onda Figura 3.1.

Figura 3.1: Direção de Propagação da onda plana. Retirada de DUARTE (2012)

Substituindo a Equação (3.5) na Equação (3.4) e após algumas manipulações

algébricas obtém-se a seguinte relação para a velocidade de fase (LIU e SEN, 2009a).

CFD

C
=

2
µkh

sen−1

µ
√√

N/2∑
m=1

cm

[
sen2

(
mkh senθ

2

)
+ sen2

(
mkh cosθ

2

) ] , (3.7)

em que C é a velocidade da onda no meio cont́ınuo, CFD é a velocidade de fase da

onda sobre o meio discretizado, cm são os coeficientes do Stencil do operador DF,

N corresponde ao número de expansão da ordem do operador, h é espaçamento da

malha e µ é o número de Courant-Friendrichs-Lewy (CFL).

O valor de µ controla a estabilidade do esquema de DF e pode ser definido pela

análise dos autovalores onde o fator de estabilidade s para modelagem da equação

acústica da onda 2D é dada por (LIU e SEN, 2009a):

µ ≤ s =
1√

2
∑N/2

m=1 cm

. (3.8)

sendo cm os coeficientes dos operadores de diferenças finitas definido na Equação

(2.25). Em LIU e SEN (2009a) foi demostrado que a inequação acima é satisfeita

para µ ≤ 1.

Fixando o valor de µ, a Equação (3.7) permite avaliar o erro da velocidade

de fase da onda discretizada. Uma maneira usualmente utilizada para determinar

a dispersão relativa à velocidade de fase, consiste em utilizar a função 1
G definida

como:

1
G

=
h
λ

=
kh
2π
, (3.9)

sendo ele o parâmetro utilizado para examinar a natureza dispersiva da forma da
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onda considerando a velocidade de fase, o que permite determinar o menor número

de pontos por comprimento de onda.

A Equação (3.7) relaciona a velocidade de fase normalizada com o intervalo

de espaçamento da malha h através da variável G. Se o processo de discretização

fosse anaĺıtico, o lado direito da Equação (3.7) seria igual a 1.0 para todos os valores

de h. Qualquer desvio de 1.0 se deve ao erro causado pela discretização da equação

da onda. Tal erro, conforme mencionado no ińıcio da seção, é responsável pela

dispersão numérica.

A análise da velocidade de fase normalizada representada pela Equação (3.7),

depende do parâmetro µ, que tem seu valor máximo estimado pela Equação (3.8).

No entanto, ao escolher tal parâmetro, a curva da velocidade de fase normalizada

foi gerada dentro do intervalo [−0, 001; 0, 001], de forma a garantir a redução da

presença de dispersão numérica.

Considerando essa restrição, na Figura 3.2(a) o comportamento da curva está

dentro do intervalo somente para µ = 0.14, considerando todos os ângulos abaixo

de π
4 . Já para µ = 0.2, a curva esteve dentro do limite de erro somente para θ ≤ π

9 .

Sendo assim, deve-se escolher µ = 0.14 para garantir que não haja dispersão.

De uma forma geral, segundo JIN et al. (2013), pode-se definir quatro manei-

ras de reduzir a dispersão na modelagem de reflexão śısmica em aquisições marinha.

A primeira consiste no decréscimo do parâmetro 1
G com um largo comprimento

de onda λ ou um pequeno h. Para um dado modelo, um longo comprimento de onda

reduzirá a resolução do dado e um pequeno espaçamento da malha aumentará, de

forma exponencial o custo computacional, especialmente para a modelagem 3D. O

ideal é estimar o maior 1
G posśıvel para ter um maior h e um menor λ.

A segunda forma é escolher o ângulo da direção de propagação da onda

entre 0o e 45o, onde a dispersão é maior quando a propagação é paralela ao grid

(θ = 0o). Esta variação avalia a anisotropia numérica, que para CUNHA (1999),

é similar a anisotropia f́ısica real. Tal avaliação pode ser observada nas Figuras

(3.2(a) - 3.5). Vale ressaltar que esses ângulos satisfazem a faixa de interesse da

propagação de ondas śısmica marinha. A terceira maneira de avaliar a dispersão

numérica é decrescer a constante µ utilizando um largo intervalo temporal ou um

pequeno espaçamento da malha, conforme Figuras 3.6 a 3.9. A quarta maneira

é melhorar a precisão espacial utilizando uma alta ordem para os operadores de

diferenças finitas, o que pode ser constatado na Figura 3.10.

Na Figura 3.10, nota-se, por exemplo, que o parâmetro G para a 16a ordem

do operador otimizado é bem próximo do parâmetro para a 40a ordem do operador

convencional, estando de perfeito acordo com as análises do espectro do operador de

diferenças finitas realizadas no caṕıtulo anterior. Através dessas observações pode-

se concluir que as altas ordens são necessárias para reduzir a dispersão e o custo
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(a) Avaliação da velocidade de fase para aproximação de 4o ordem

(b) Avaliação da velocidade de fase para aproximação de 4o ordem, com µ = 0.14

Figura 3.2: Avaliação da velocidade de fase para aproximação de 4o ordem conside-
rando ângulos entre 0o à 45o.

Figura 3.3: Avaliação da velocidade de fase para aproximação de 8o ordem, com
µ = 0.07.
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Figura 3.4: Avaliação da velocidade de fase para aproximação de 12o ordem, com
µ = 0.061.

Figura 3.5: Avaliação da velocidade de fase para aproximação de 16o ordem, com
µ = 0.058.

Figura 3.6: Avaliação da dispersão numérica para modelagem da equação acústica
da onda 2D pelo MDF com aproximação de 4o ordem, considerando θ = 0o.
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Figura 3.7: Avaliação da dispersão numérica para modelagem da equação acústica
da onda 2D pelo MDF com aproximação de 8o ordem, considerando θ = 0o.

Figura 3.8: Avaliação da dispersão numérica para modelagem da equação acústica
da onda 2D pelo MDF com aproximação de 12o ordem, considerando θ = 0o.

Figura 3.9: Avaliação da dispersão numérica para modelagem da equação acústica
da onda 2D pelo MDF com aproximação de 16o ordem, considerando θ = 0o.
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Figura 3.10: Análise comparativa da velocidade de fase utilizando os operadores de
diferenças finitas convencionais e convolucionais, considerando µ entre 0.048 e 0.23.

computacional tanto em tempo quanto em demanda de memória.

3.3 Critério de Dispersão e Estabilidade

Para controlar a dispersão numérica na modelagem, existe uma relação entre

a menor velocidade do meio cont́ınuo Cmin, o parâmetro G, que representa o número

de pontos necessários para representar o menor comprimento de onda da malha λmin,

já mencionado na Equação (3.9), e a frequência de corte ( fcorte), que limita o máximo

valor do espaçamento da malha de forma a não ter excessiva dispersão de energia

(MUFTI, 1990), essa relação é dada por:

h ≤
λmin

G
=

Cmin

G fcorte
, (3.10)

Para o critério de estabilidade também apresenta-se uma relação para controle

dos valores dos intervalos do tempo de amostragem, evitando que o sistema se torne

numericamente instável, esse critério é dado por:

dt ≤
h

βCmax
, (3.11)

onde dt é o intervalo de tempo, Cmax é a velocidade máxima do meio cont́ınuo e

β = 1
µ
.

O parâmetro β determina quantos intervalos de tempo serão necessários para

que a frente de onda percorra uma distância equivalente ao espaçamento entre os

pontos da malha, considerando a maior velocidade de propagação (BULCÃO, 2004).
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Caṕıtulo 4

Migração Reversa no Tempo

A aquisição śısmica consiste em emitir uma onda mecânica na direção da

subsuperf́ıcie e registrar, através dos sensores (geofones ou hidrofones), o tempo de

chegada e as amplitudes das energias refletidas e refratadas nas interfaces geológicas.

Após a aquisição dos dados śısmicos, a migração śısmica surge como uma

sequência natural na etapa do processamento (YILMAZ, 2001). A Migração é o

conjunto de procedimentos que tem o objetivo de transformar os campos de ondas

registrados na superf́ıcie ou no fundo oceânico, em uma imagem que representará

uma estrutura geológica (seção migrada). Durante este processo, além do correto

posicionamento dos refletores, tem-se o colapso das difrações registradas nos sis-

mogramas BULCÃO (2004). Pode-se entender a migração śısmica, filosoficamente,

como sendo a operação inversa da modelagem śısmica (GRAY et al., 2001).

A Migração Reversa no Tempo (RTM, do inglês, reverse time migration),

proposta por BAYSAL et al. (1983), é um método que utiliza a Equação Completa

da Onda, não apresenta limitações quanto à variação lateral de velocidade e não

impõe limitação quanto aos mergulhos das camadas. Por isso é a mais indicada para

áreas geologicamente complexas (BOECHAT, 2007).

Pode-se dizer que a RTM consiste em um problema de condição de contorno

associado a uma condição de imagem (SILVA, 2009). Temos como condição de con-

torno um registro do campo de ondas e como condições de imagem pode-se destacar,

por exemplo, a técnica do tempo de excitação baseada no critério de amplitude má-

xima (BOTELHO e STOFFA, 1991; LOEWHENTHAL e HU, 1991) e a correlação

cruzada entre os campos ascendentes e descendentes (CLAERBOUT, 1971, 1985;

FARIA, 1986), as quais serão descritas nas seções seguintes.

Na Migração Reversa no Tempo, ocorre a propagação reversa dos valores

registrados na superf́ıcie. Durante essa depropagação aplica-se uma determinada

condição de imagem. Para representar o arcabouço estrutural da geologia em es-

tudo matematicamente, pode-se basear nos prinćıpios de Huygens, da reversibilidade

temporal e da reciprocidade, afim de dizer que o campo de onda pode ser extrapolado
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reversamente no tempo.

Essa depropagação pode ser feita utilizando um macro modelo de velocidade

ou um modelo de velocidade suavizado, onde os valores do campo de ondas contidos

nos sismogramas são inseridos na posição dos receptores na ordem inversa, os quais

foram registrados.

A propagação inversa da onda é realizada utilizando, para o caso acústico, a

Equação Escalar da Onda, que normalmente é solucionada pelo MDF. Sendo assim,

os mesmos critérios adotados nas seções anteriores devem ser seguido no decorrer

da RTM, com isso os ganhos de precisão e custos adquiridos com a utilização do

método otimizado, proporcionará uma migração mais precisa em menor tempo.

Com intuito de elucidar a RTM, nas seções a seguir serão abordados os

seguinte tópicos: suavização no campo da vagarosidade, a condição de imagem por

tempo de excitação, baseada no critério de amplitude máxima e a correlação cruzada

entre os campos ascendentes e descendentes.

4.1 Suavização no Campo da Vagarosidade

Ao utilizar a RTM, alguns eventos espúrios como reflexões múltiplas podem

aparecer na seção migrada, pois a utilização da Equação Completa da Onda dá

origem à múltiplas indesejadas (FARIA, 1986).

Segundo LOEWENTHAL et al. (1987), uma forma variada de atenuar es-

sas múltiplas ao utilizar densidade constante é suavizar o campo da vagarosidade

empregando uma média aritmética móvel, em todas as direções.

Essa média é obtida para cada ponto tomando-se um quadrado de compri-

mento igual ao comprimento das ondas, que aparece no campo de pressão. O cálculo

dessa média é representado pela Equação (4.1), onde N é um parâmetro associado

ao lado do quadrado referente ao ponto, em que foi aplicada a média.

(ssuav)i, j =
1

(N + 1)2

N∑
i=−N

N∑
j=−N

si, j (4.1)

A suavização do campo de velocidade ocasiona um avanço na onda transmi-

tida Figura (4.1(b)), se comparado a reflexões no campo de velocidades não suavi-

zado Figura (4.1(a)). Para corrigir esse problema aplica-se à suavização no campo da

vagarosidade Figura (4.1(c)). O avanço do tempo da onda, que propaga no modelo

de velocidade suavizado ocasionará um erro na migração, não permitindo o correto

posicionamento do refletor (FARIA, 1986).
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(a) Reflexão no modelo de velocidade sem suavização.

(b) Reflexão no modelo de velocidade suavizado na velocidade.

(c) Reflexão no modelo de velocidade suavizado na vagarosidade.

Figura 4.1: Comparação para reflexão em um modelo normal, suavizado na veloci-
dade e na vagarosidade.

4.2 RTM Utilizando Condição de Imagem Tempo

de Excitação

A condição de imagem tempo de excitação é aplicada na RTM, a cada passo

de tempo durante a propagação inversa, armazenando na matriz de migração a

amplitude dos pontos, que satisfazem a condição de imagem. Tal condição necessita

do tempo do campo propagado reversamente e da Matriz de Tempo de Trânsito
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T D(x, y), obtida durante a fase de propagação do campo de ondas descendente no

macro modelo de velocidades.

A Matriz Tempo de Trânsito pode ser obtida, a partir do método Ray Tran-

cing (CHANG e MCMECHAN, 1986), da solução Eikonal (YILMAZ, 2001), obtendo

diretamente o tempo de trânsito ou empregando o critério de amplitude máxima du-

rante a propagação do campo de ondas utilizando o MDF (LOEWHENTHAL e HU,

1991).

A utilização do método Ray Trancing, para encontrar a matriz T D(x, y) tem

um ganho em relação ao custo computacional em comparação à modelagem via

MDF. No entanto, surgem alguns problemas como algumas regiões que não são

imageadas pelo esquema de migração, pois podem surgir zonas de sombra, pontos

com mais de um tempo de trânsito associado e grande sensibilidade em relação ao

macro modelo de velocidade (BULCÃO, 2004).

Com intuito de contornar esses problemas, utiliza-se o critério de amplitude

máxima proposto por LOEWHENTHAL e HU (1991). Nele o tempo necessário,

para que o campo de maior amplitude da frente de onda chegue a cada ponto do

modelo é armazenado na matriz T D(x, z). Para garantir que o tempo registrado na

matriz seja de fato, o tempo do campo de maior amplitude da onda direta e não

o da chegada de amplitude máxima, já que uma interferência construtiva no ponto

pode fazer com que o registro do tempo seja incorreto, pode ser introduzida uma

condição na rotina, que faz com que a atualização dos tempos nos pontos, em que a

onda direta já passou seja interrompida.

O algoritmo utilizado, para calcular a matriz tempo de trânsito, pelo critério

da amplitude máxima pode ser denotado pelo seguinte pseudocódigo:

Se

|u(x, z, t)| ≥ |u(x, z, t − 4t)|
Então

umax(x, z) = |u(x, z, t)|
T D(x, z) = t

Fim do loop Se

onde x e z são as variáveis espaciais para o caso 2D, em cada passo de tempo t,

u(x, z, t) é uma matriz auxiliar, que armazena o valor da amplitude máxima e a

T D(x, y) é a matriz de tempo de trânsito.

Dependendo da complexidade geométrica do modelo de velocidades, as re-

flexões e reverberações do campo de ondas podem criar inúmeras descontinuidades

na matriz de tempo de trânsito. Uma maneira de reduzir tais reflexões é suavizar o

modelo de velocidade no campo da vagarosidade, conforme descrito na Seção 4.1.
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A próxima etapa é realizar a extrapolação reversa do campo, que é feita

depropagando no modelo o sismograma registrado pelos receptores. Cada traço será

injetado reversamente no tempo na estação de registro do sinal, que se tornará uma

fonte śısmica pontual.

Para o registro de um único tiro, pode-se representar matematicamente essa

reinjeção na superf́ıcie como:

∂2P(x, z, t)
∂x2 +

∂2P(x, z, t)
∂z2 −

1
C2(x, z)

∂2P
∂t2 = sis(xi, z = zobs, t), (4.2)

onde P(x, z, t) representa o campo de pressão acústico nos pontos (x, z) para um

tempo t, sis(xi, z = zobs) é o sismograma e (xi, z = zobs) são as coordenadas da fonte

na superf́ıcie de observação.

A condição de imagem diz, que o tempo do campo de ondas propagado

diretamente a partir da fonte será igual ao tempo do campo de ondas propagado

reversamente nas interfaces do modelo (Figura 4.2). Esta condição é imposta para

cada passo de tempo durante a depropagação, resultando na seção migrada em

profundidade (SILVA, 2009).

Figura 4.2: Representação da RTM utilizando o critério de amplitude máxima.
Observa-se a coincidência temporal do campo de ondas descendente com o ascen-
dente, quando o tempo T D(x, z) for igual ao tempo t.

Matematicamente, para o caso 2D, a imagem pode ser expressa por:

Im(x, z) = P(x, z, t)δ(t − T D(x, z)). (4.3)

37



4.3 RTM Utilizando Condição de Imagem de Cor-

relação Cruzada

Neste esquema de Migração Reversa no Tempo utiliza-se uma condição de

imagem para determinar a posição correta dos refletores, baseada no prinćıpio da

coincidência dos tempos dos campos descendentes com os ascendentes sobre os re-

fletores (CLAERBOUT, 1971) (Figura 4.3). Para utilizar a condição de imagem de

correlação cruzada e identificar uma superf́ıcie refletora, basta conhecer os campos

ascendentes e descendentes. Caso no mesmo instante suas frentes de onda intercep-

tarem o mesmo ponto, este pertencerá a superf́ıcie refletora.

Figura 4.3: Representação do prinćıpio de coincidência temporal. Campo de ondas
ascendentes e descendentes se interceptam no mesmo instante, somente na interface.

Nessa dissertação o campo de onda descendente foi obtido pela modelagem

utilizando a propagação direta no modelo de velocidade suavizado na vagarosidade,

conforme descrito na Seção 4.1, e o campo de onda ascendente propagado reversa-

mente no tempo é o sismograma real ou sintético.

De acordo com FARIA (1986) para melhor compreensão da condição de ima-

gem com correlação cruzada, propõe-se um modelo simples, com apenas um refletor

e a uma fonte śısmica, como pulso unitário. Para essa proposta a multiplicação dois

campos de ondas descendentes D(x, z, ts) e ascendentes A(x, z, ts − T ), para um passo

de tempo t nos pontos sobre a superf́ıcie refletora será:

D(x, z, ts)A(x, z, ts − T ) , 0, (4.4)
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e para todos os pontos (x, z), que não pertencerem a superf́ıcie refletora teremos:

D(x, z, ts)A(x, z, ts − T ) = 0, (4.5)

em que ts corresponde ao tempo de propagação do campo da fonte até o ponto

refletor, T é o tempo total de percurso da fonte até o receptor, sendo equivalente a

T = ts + tr, em que tr é o tempo de percurso do ponto refletor até o receptor.

A correlação cruzada entre os dois campos de ondas ascendente e descendente

podem ser representadas da seguinte forma (FARIA, 1986):

Im(x, z) =

t=Ttotal∑
t=0

D(x, z, t)A(x, z, t), (4.6)

em que Im(x, z) é a matriz que contém a imagem em profundidade, t é o tempo e

Ttotal é o tempo total de propagação.

Contudo, como apontado em KAELIN e GUITTON (2006), essa condição

de imagem gera resultados satisfatórios somente para meios com baixo contraste

de impedância acústica. Porém, para meios com altos contrastes de impedância e

geologicamente complexos, podem aparecer artefatos que prejudicarão a seção mi-

grada. Uma forma de gerar uma imagem sem tais artefatos é normalizar a condição

de imagem com os campos de ondas ascendentes ou descendentes.

Normalizando a correlação cruzada com os campos descendentes:

Im(x, z) =

∑t=Ttotal
t=0 D(x, z, t)A(x, z, t)∑t=Ttotal
t=0 D(x, z, t)D(x, z, t)

(4.7)

Normalizando a correlação cruzada com os campos descendentes:

Im(x, z) =

∑t=Ttotal
t=0 D(x, z, t)A(x, z, t)∑t=Ttotal
t=0 A(x, z, t)A(x, z, t)

(4.8)

Dividindo a correlação cruzada pela autocorrelação do campo de ondas des-

cendentes ou ascendentes, a seção śısmica obtida pode ser melhorada. No entanto, a

normalização com os campos descendentes melhora a imagem próxima da fonte śıs-

mica e a normalização com os campos ascendentes melhora toda a imagem (KAELIN

e GUITTON, 2006).

Para detalhes da implementação computacional da RTM utilizando a condi-

ção de imagem de correlação cruzada vide (BULCÃO, 2004; SILVA, 2012)
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Caṕıtulo 5

Aplicações e Resultados

Neste caṕıtulo serão apresentados os resultados das análises de precisão nu-

mérica e eficiência computacional do operador de DF otimizado, empregado na Mo-

delagem Acústica da Onda e na RTM.

Nos caṕıtulos anteriores foi comprovada a precisão anaĺıtica do operador,

agora será avaliado sua precisão no mundo discreto. Para isso, inicialmente será

simulada a propagação acústica da onda em um meio homogêneo utilizando a me-

todologia adotada nos Caṕıtulos 2 e 3, tendo como objetivo validar os métodos e

avaliar a precisão entre as diversas ordens do operador otimizado, comparando seu

resultado com o do operador convencional. As comparações avaliarão a influência

do espaçamento entre as malhas, apresentando os snapshots da modelagem śısmica

para diferentes ordens. Pode ser dif́ıcil avaliar a presença de dispersão nos snapshots,

por isso, são destacados os registros do campo em um único receptor.

A simulação da propagação de ondas śısmicas via MDF envolve as relações de

dispersão e estabilidade para determinar os parâmetros h e dt, conforme descrito na

Seção 3.3. Diversos trabalhos explicam essas relações para modelagem com expansão

de quarta ordem com eficiência e precisão. No entanto, para altas ordens esses

critérios não são bem difundidos.

Neste caṕıtulo, serão apresentados os parâmetros de estabilidade e dispersão

utilizados para gerar os resultados da modelagem acústica da onda, empregando as

altas ordens do MDF. Tais parâmetros foram gerados com base no Caṕıtulo 3, com

o objetivo de melhorar a eficiência e precisão do método.

Para analisar a influência do método otimizado na RTM, serão feitas aplica-

ções em um modelo complexo. A escolha da ordem utilizada na migração tomará

como base os resultados do custo computacional, afim de inferir uma migração mais

rápida e precisa.
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5.1 Modelo Homogêneo

Para validar o código de modelagem śısmica e avaliar a precisão do MDF

otimizado foi realizada uma simulação da propagação do campo de pressão utilizando

a Equação Acústica da Onda para cada ordem de expansão do operador. O modelo

empregado é homogêneo, possui densidade constante, tem dimensões fixas de x =

18, 71 km e z = 14, 97 km, velocidade do meio igual à 1500 km/s e frequência de corte

de 30 Hz. Os parâmetros de dispersão e estabilidade utilizados encontram-se nas

seguintes Tabelas:

Tabela 5.1: Parâmetros para modelagem acústica da onda empregando o operador
convencional.

N G µ h(m)
8 3, 33 0, 11 15
12 2, 94 0, 08 17
16 2, 7 0, 071 18
24 2, 5 0, 061 20
36 2, 33 0, 053 21

Tabela 5.2: Parâmetros para modelagem acústica da onda utilizando operador oti-
mizado.

N G µ h(m)
8 2, 9 0, 07 17
12 2, 5 0, 054 20
16 2, 3 0, 048 22

5.1.1 Avaliação para expansão de 8a ordem

Os primeiros três resultados visaram comparar a precisão entre a 8a ordem

otimizada, 8a ordem convencional e 12a ordem convencional. Para isso foi definido

o mesmo espaçamento entre a malha e o mesmo intervalo temporal.

As Figuras (5.1(a), 5.1(c) e 5.1(e)) representam uma sequência de snapshots

mostrando a propagação do campo de ondas nos tempos de 2,1 s, 5,6 s e 10,5 s, para

o operador espacial de 8a ordem otimizada. Os parâmetros envolvidos na modelagem

encontram-se na Tabela 5.3. Em todos os exemplos desta seção não foi aplicado a

borda de absorção.

As Figuras (5.1(b), 5.1(d) e 5.1(f)) são ampliações dos snapshots e foram

apresentadas com o intuito de melhorar a constatação da presença ou não da dis-

persão numérica. É evidente que se tratando de uma aproximação numérica sempre
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haverá presença de dispersão. As análises são para mostrar qual modelagem apre-

senta menor dispersão.

Tabela 5.3: Parâmetros da modelagem para avaliação de 8a ordem de expansão do
operador otimizado.

Velocidade do meio 1500m/s
Total de passos de tempo 20000
Intervalo de amostragem temporal (dt) 0.7ms
Número de pontos na direção horizontal 1101
Número de pontos na direção vertical 881
Espaçamento entre os pontos da malhas (h) 17m
Frequência de corte 30Hz

Dando continuidade na avaliação de dispersão numérica apresenta-se na Fi-

gura 5.2 a propagação do campo de pressão para o operador espacial de 12a ordem

convencional (Figuras (5.2(a),5.2(c) e 5.2(e))). As Figuras (5.2(b) , 5.2(d) e 5.2(f))

são ampliações dos snapshots para os tempos de 2,1s, 5,6s e 10,5s respectivamente.

Na Figura 5.3 a esquerda pode ser observado a sequência de snapshots mos-

trando a propagação do campo de onda com o operador convencional, utilizando

o mesmo espaçamento da malha e intervalo temporal da modelagem de 8a ordem

com o operador otimizado. Na direita da Figura encontram-se as ampliações dos

snapshots.

Foi gerado também, a modelagem utilizando o operador convencional de 8a

ordem com o mesmo h e dt das modelagens anteriores. Os snapshots podem ser

vistos no lado esquerdo da Figura 5.3.

Conforme as análises estabelecidas no Caṕıtulo 3, observa-se na Tabela (5.3)

que o espaçamento entre os pontos da malha extrapola o limite de dispersão, para

expansão de 8a ordem convencional. Com isso a simulação da propagação de ondas

śısmica, consegue demonstrar que a precisão do operador espacial de 8a ordem otimi-

zada é maior que a de 8a ordem convencional e similar ao de 12a ordem convencional.

Esta afirmação pode ser constatada ao comparar a Figura 5.1 com a Figura 5.3 e a

Figura 5.1 com a Figura 5.2.

Para não deixar dúvidas, quanto a superioridade da precisão da modelagem

utilizando o operador de 8a ordem otimizada, apresenta-se na Figura 5.4 o registro

entre 4 s e 6,5 s de um receptor localizado na posição (9350 m, 1020 m). Os resultados

mostraram novamente que a 8a ordem do método otimizado (5.4(a)) alcançou um

resultado equivalente a 12a ordem do método convencional (Figura 5.4(c)) e foi

superior a 8a ordem do método convencional (5.4(b)).
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(b) Imagem ampliada da Figura 5.1(a)
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(c) Snapshots gravado em 5,6 s.
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(d) Imagem ampliada da Figura 5.1(c)
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(e) Snapshot gravado em 10,5 s.
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.1(e)

Figura 5.1: Snapshots da Modelagem 2D em um modelo homogêneo calculado pelo
MDF utilizando operador de 8a ordem otimizado.
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(c) Snapshot gravado em 5,6 s.
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(d) Imagem ampliada da Figura 5.2(c)

0

5

10P
ro

fu
n

d
id

a
d

e
 (

K
m

)

0 5 10 15
Distancia (Km)

-0.2

-0.1

0

0.1

A
m

p
lit

u
d

e

(e) Snapshot gravado em 10,5 s.
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.2(e)

Figura 5.2: Snapshots da Modelagem 2D em um modelo homogêneo calculado pelo
MDF, utilizando o operador de 12a ordem convencional.
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(d) Imagem ampliada da Figura 5.3(c)

0

5

10P
ro

fu
n

d
id

a
d

e
 (

K
m

)

0 5 10 15
Distancia (Km)

-0.2

-0.1

0

0.1

A
m

p
lit

u
d

e

(e) Snapshot gravado em 10,5 s.
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.3(e)

Figura 5.3: Snapshot da Modelagem 2D em um modelo homogêneo calculado pelo
MDF, utilizando operador convencional de 8a ordem.
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(a) Operador de DF de 8a ordem otimizada.

(b) Operador de DF de 12a ordem convencional.

(c) Operador de DF de 8a ordem convencional.

Figura 5.4: Comparação da precisão dos operadores convencional e otimizado.

46



5.1.2 Avaliação para expansão de 12a ordem

A segunda avaliação da modelagem, tem como objetivo comparar a precisão

entre o operador espacial de 12a ordem otimizada e os operadores de 12a ordem e

24a ordem convencional.

Os parâmetros utilizados para modelagem śısmica desta seção encontram-se

na Tabela 5.4. Nesta tabela pode-se observar o decréscimo do número de pontos

do modelo, devido o aumento do espaçamento entre a malha em comparação ao

exemplo anterior. Tal redução contribui de forma significativa para redução da

demanda de memória. A modelagem para 12a ordem otimizada, 24a ordem e 12a

ordem convencional podem ser observadas respectivamente nas Figuras (5.5 , 5.6 e

5.7). A esquerda visualiza-se a sequência de snapshots apresentando a propagação

do campo de onda sobre o modelo e a direita, a imagem ampliada desses snapshots.

A Figura 5.7(e) apresenta uma forte evidência de dispersão numérica.

Ao comparar as Figuras (5.5 e 5.7), observa-se que o operador de 12a ordem

otimizada apresentou melhor propriedade de dispersão que o operador de 12a ordem

convencional. Comparando os resultados apresentados nas Figuras (5.5 e 5.6) a

equivalência entre a modelagem acústica da onda utilizando operador de 12a ordem

otimizada e de 24a ordem convencional.

Nos resultados numéricos presente na Figura 5.8, onde foi apresentado o

registro do receptor situado na posição (9350 m,1200 m), o esquema de 12a ordem

otimizada (Figura 5.8(a)) apresentou uma precisão bem mais elevada do que a 12a

ordem convencional (Figura 5.8(c)).

Tabela 5.4: Parâmetros da modelagem acústica da onda para avaliação de 12a ordem
do operador otimizado.

Velocidade do meio 1500m/s
Total de passos de tempo 20000
Intervalo de amostragem temporal (dt) 0.7ms
Número de pontos na direção horizontal 936
Número de pontos na direção vertical 749
Espaçamento entre os pontos da malhas (h) 20m
Frequência de corte 30Hz
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(c) Snapshot gravado em 5,6 s.
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(d) Imagem ampliada da Figura 5.3(c)
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(e) Snapshot gravado em 10,5 s.
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.3(e)

Figura 5.5: Snapshots da Modelagem 2D em um modelo homogêneo calculado pelo
MDF, utilizando operador de 12a ordem otimizada
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(e) Snapshot gravado em 10,5 s.
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.3(d)

Figura 5.6: Snapshots da Modelagem 2D em um modelo homogêneo calculado pelo
MDF, utilizando operador de 24a ordem convencional
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.7(e)

Figura 5.7: Snapshot da Modelagem 2D em um modelo homogêneo calculado pelo
MDF, utilizando operador de 12a ordem convencional.
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(a) Operador de DF de 12a ordem otimizada.

(b) Operador de DF de 24a ordem convencional.

(c) Operador de DF de 12a ordem convencional.

Figura 5.8: Comparação entre os operadores de 12a ordem otimizada, 12a ordem
convencional e 24a ordem convencional.
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5.1.3 Avaliação para expansão de 16a ordem

A terceira análise avalia a precisão da 16a ordem do operador de DF oti-

mizado, gerada a partir da modelagem com a inserção da fonte na posição central

do modelo conforme apresentado nos Snapshots das Figuras (5.9 , 5.10 e 5.11). Os

parâmetros necessário para cada modelagem encontram-se na Tabela 5.5.

Comparando o campo de onda gerado na modelagem da Figura 5.9 com a

modelagem presente na Figura 5.11, observa-se que existe uma forte presença de

dispersão numérica apenas na modelagem com o operador de 16a ordem convenci-

onal. A equivalência de precisão pode ser constada na comparação da modelagem

que utiliza o operador de 16a ordem otimizada (Figura 5.9) com a modelagem que

emprega o operador de 36a ordem convencional (Figura 5.10).

Um resultado similar aparece ao comparar as Figuras (5.12(a) e 5.12(c) e

5.12(b)), tal comparação reforça a forte presença de dispersão na modelagem através

método convencional que emprega o operador de 16a ordem.

Tabela 5.5: Parâmetros da modelagem acústica da onda para a expansão de 16a

ordem do operador otimizado.

Velocidade do meio 1500m/s
Total de passos de tempo 20000
Intervalo de amostragem temporal (dt) 0.7ms
Número de pontos na direção horizontal 851
Número de pontos na direção vertical 681
Espaçamento entre os pontos da malhas (h) 22m
Frequência de corte 30Hz
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.9(e)

Figura 5.9: Snapshots da Modelagem 2D em um modelo homogêneo calculado pelo
MDF utilizando a 16a ordem do operador convencional.
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.10(e)

Figura 5.10: Snapshots da Modelagem 2D para um modelo homogêneo calculado
pelo MDF utilizando operador de 36a ordem convencional.
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(f) Imagem ampliada da Figura 5.11(e)

Figura 5.11: Snapshots da Modelagem 2D para um modelo homogêneo calculado
pelo MDF utilizando operador de 16a ordem convencional.

55



(a) Operador de DF de 16a ordem otimizada.

(b) Operador de DF de 36a ordem convencional.

(c) Operador de DF de 16a ordem convencional.

Figura 5.12: Comparação entre os operadores de 16a ordem otimizada, 16a ordem e
36a ordem convencional.
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5.2 Modelo Marmousi

Para verificar a precisão das diferentes ordens do MDF otimizado emprega-

dos na modelagem acústica da onda, sobre modelos geologicamente complexo, foi

avaliado a modelagem com operador otimizado de 8a, 12a e 16a ordem no modelo

marmousi modificado (Figura 5.13), comparando com as diferentes ordens do mé-

todo convencional.

O modelo sintético Marmousi, foi desenvolvido pelo Instituto Francês de

Petróleo e se tornou um benchmark muito utilizado pela indústria e a comunidade

acadêmica. Esse modelo é baseado na geologia real da bacia de Cuanza, Angola, e

compreende-se em um dado acústico 2-D de geologia complexa, contendo falhas de

crescimento erguendo-se a partir de um truncamento de sal, até chegarem a uma

complicada estrutura de velocidade na parte superior do modelo (PINHEIRO, 2007).

Para fins de comparação da precisão, foi gerado como referência o campo de

ondas para trigésima sexta ordem convencional. Para os traços (A, B e C) presente

nas Figuras (5.14(b), 5.14(c), 5.15(b), 5.15(c), 5.16(b) e 5.16(c)). Considere que a

linha cont́ınua representa a 36a ordem e a tracejada a ordem, conforme indicado

sobre a linha.
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Figura 5.13: Modelo Marmousi modificado com dimensões de 9210 m x 3410 m

A avaliação na Figura 5.14 representa o registro do receptor, situado na

posição (7 km , 310 m). A fonte foi inserida na posição (4,6 km , 310 m). A

frequência de corte utilizada foi de 60Hz. O número de pontos na direção x é

N px = 921 e na direção z é N pz = 341. O espaçamento entre os pontos da malha,

para G = 2.33, é de 10 metros e o intervalo de amostragem temporal para µ = 0, 07
é igual a 0, 00027.

De acordo com as Figuras 5.14(b) e 5.14(c), o campo gerado pela 8a ordem

convencional obteve um desvio do resultado comparado com o valor de referência,

devido a dispersão numérica. Em contra partida, a 12a ordem convencional e a
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8a ordem otimizada obtiveram quase o mesmo campo de onda registrado pela 36a

ordem. Isso indica que para a mesma ordem e o mesmo espaçamento entre a malha,

o método otimizado apresenta maior precisão que o método convencional. Esses

resultados reforçam as teorias e análises numéricas dos caṕıtulos anteriores.

Na Figura 5.15(a), tem-se a imagem do modelo marmousi reamostrado uti-

lizado na avaliação de 12a ordem. Observa-se que o número de pontos do modelo

(N px = 768 e N pz = 284), reduziu em relação à avaliação da precisão de 8a ordem,

pois ocorreu uma redução no espaçamento da malha. A Figura (5.14(b) e 5.14(c))

são os resultados do registro de um receptor situado na posição (6,99 km, 315 m).

A fonte śısmica foi inserida no modelo na posição (4,606 Km, 315 m). A frequência

de corte utilizada na modelagem foi de 50Hz e o intervalo de amostragem temporal

para µ = 0, 054 é igual a 0, 000147. O espaçamento entres os pontos da malha, para

G = 2 é de 15m.

O resultado encontrado para a avaliação da precisão de 12a ordem demonstrou

novamente, conforme observado na Figura 5.15, que o método otimizado é mais

preciso que o convencional, comparando a mesma ordem e o mesmo espaçamento

da malha. As Figuras (5.14(b) e 5.14(c)) comprovam essa afirmação, observa-se

que o traço A obteve um desvio significativo em relação ao resultado da 36a ordem,

principalmente para os intervalos entre 1, 5s − 1, 6s e 1, 7s − 2s. Em contrapartida,

os resultados referente à 12a ordem otimizada e a 24a ordem convencional obtiveram

quase o mesmo resultado da 36a ordem.

O terceiro e último teste feito para avaliação da 16a ordem no modelo mar-

mousi (Figura 5.16(a)) pode ser observado na Figura 5.16, onde o número de pontos

é N px = 614 e N pz = 227. O receptor está situado na posição (12,82 km , 462 m).

Observa-se nas Figuras 5.16(b) e 5.16(c) o registro dos intervalos entre 1,4 s -2 s e

1,9 s - 2,4 s. O espaçamento entre os pontos da malha, para G = 2.0 é de 12m. A

frequência de corte utilizada foi de 60Hz e o intervalo de amostragem temporal para

µ = 0.048 é igual a 0.000104. Para o traço A do primeiro intervalo, que corresponde

ao método convencional, visualiza-se um desvio muito significativo do registro da 36a

ordem. O registro do método otimizado contido no traço B, obteve praticamente o

mesmo resultado da 36a ordem convencional.

Os resultados do método otimizado apresentaram nos 3 testes uma elevada

precisão frente o método convencional. Ressalta-se que, para a mesma ordem, esse

ganho de precisão foi obtido com o mesmo custo computacional. Para fins de com-

provação de precisão, foi utilizado para uma dada ordem os critérios de estabilidade

referente aos coeficientes otimizados, visto que, o valor do espaçamento entre a malha

aumenta e o intervalo temporal diminui em relação ao método convencional.
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(a) Modelo de velocidades Marmousi modificado para avaliação da 8a ordem com N px = 921
e N pz = 341.

(b) Comparação da precisão entre diferentes métodos para o intervalo temporal de 1.4 s à 2
s.

(c) Comparação da precisão entre diferentes métodos para o intervalo temporal de 2 s à 2.5
s.

Figura 5.14: Avaliação da precisão de 3 diferentes ordens do operador de DF. O
registro continuo representa a 36a ordem do operador.
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(a) Modelo de velocidade Marmousi modificado para avaliação da 12a ordem com N px = 768
e N pz = 284.

(b) Comparação da precisão entre diferentes métodos para o intervalo temporal de 1.4 s à 2
s.

(c) Comparação da precisão entre diferentes métodos para o intervalo temporal de 2 s à 2.5
s.

Figura 5.15: Avaliação da precisão de 3 diferentes ordens do operador de DF. O
registro continuo representa a 36a ordem do operador.
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(a) Modelo de velocidade Marmousi modificado para avaliação da 16a ordem com N px = 614
e N pz = 227.

(b) Comparação da precisão entre diferentes métodos para o intervalo temporal de 1.4 s à 2
s.

(c) Comparação da precisão entre diferentes métodos para o intervalo temporal de 2 s à 2.5
s.

Figura 5.16: Avaliação da precisão de 3 diferentes ordens do operador de DF. O
registro continuo representa a 36a ordem do operador.
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5.3 Avaliação Computacional

Essa seção tem como objetivo avaliar diferentes ordens do MDF comparando

o custo de memória e o tempo computacional, aqui definido como o tempo de cálculo

de ponto flutuante da equação da onda. De posse destas avaliações é posśıvel concluir

qual a melhor ordem de discretização para uma espećıfica modelagem ou migração.

O modelo utilizado para análise possui dimensões fixas de 48000m de distân-

cia por 32000m de profundidade. Todas as comparações tomaram como referência

a modelagem de 4a ordem convencional e foram geradas no limite do critério de

estabilidade e dispersão.

Conforme descrito na Figura 5.17, pode-se perceber claramente a redução da

demanda de memória, a medida que cresce a ordem de discretização, tal resultado

já era esperado, visto que, ocorre um decréscimo no número de pontos por compri-

mento de onda com o aumento da ordem. Comparando os resultados gerados pelo

método convencional e o otimizado, verifica-se para uma dada ordem, que o método

otimizado esteve sempre a frente do convencional. A 16a ordem otimizada teve uma

menor demanda de memória que a 36a ordem convencional, chegando a uma redução

de 80% comparado com a 4a ordem convencional, sendo a ordem com menor custo

de memória dentre as analisadas.

Figura 5.17: Resultado da demanda de memória para diferentes ordens de discreti-
zação empregadas na modelagem acústica 2D.

Já o limite do passo de tempo gerado pela análise de estabilidade, ao contrário

da análise da demanda de memória, diminui com o crescimento da ordem. Isso se
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deve ao fato da constante de estabilidade µ decrescer com o crescimento da ordem.

Esse fato implica diretamente no aumento da quantidade de iterações temporais e

na variação do estêncil do operador. Sua variação está relacionada com o aumento

ou não das operações aritméticas, para um intervalo temporal, o que implica di-

retamente no aumento do tempo final da modelagem. Por esse motivo, houve a

necessidade de comparar o desempenho quanto ao tempo computacional total da

modelagem, utilizando o método convencional e o método otimizado, levando-se em

consideração o intervalo temporal e o aumento do estêncil do operador.

Na Figura 5.18 encontram-se os resultados da análise do tempo computacio-

nal para diferentes ordens do método convencional quanto para o otimizado. Nela

verifica-se que tanto para o método convencional e o método otimizado, a 8a ordem

teve melhor resultado, dentre as ordens analisadas. Porém para o método otimizado

a 8a ordem teve um custo mais elevado que o convencional, em virtude de ter um

menor intervalo de amostragem temporal.

Figura 5.18: Resultado do tempo computacional para diferentes ordens de discreti-
zação empregadas na modelagem acústica 2D.

Para as ordens mais elevadas, o método otimizado apresentou sempre re-

dução acima de 60% em relação a 4a ordem, representando uma excelente escolha

para quem deseja obter uma melhor precisão em menor tempo. A utilização do

MDF otimizado alcança simultaneamente duas importantes reduções, a demanda de

memória e o custo do tempo de processamento.
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5.4 Migração RTM

O objetivo nesta seção é avaliar a influência do ganho computacional na

migração reversa no tempo. Como o resultado da análise computacional para mo-

delagem mostrou que a 16a ordem otimizada obteve a maior redução na demanda

de memória e considerando que o tempo de modelagem total teve uma redução

significativa, para avaliar a RTM utilizando a 16a ordem otimizada foi realizada a

migração para a 4a e 16a ordem convencional e 16a otimizada.

A condição de imagem utilizada na RTM foi a correlação cruzada e para

eliminar os artefatos que podem distorcer as imagens em profundidade a imagem

migrada foi dividida pela autocorrelação do campo de ondas ascendentes. Foi apli-

cado o operador Laplaciano na imagem final (SILVA, 2012).

O modelo utilizado para modelagem dos dados foi o Marmousi com dimensões

de 9210 m por 3410 m (Figura 5.19) e o tempo de registro foi de 4 s.
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Figura 5.19: Modelo de velocidade utilizado na RTM para avaliar o operador de 4a

ordem convencional.

Os parâmetros envolvidos em cada RTM encontram-se nas Tabelas (5.6 e

5.7), em que C é a convencional e O a otimizada. A primeira análise foi realizada

utilizando o operador de 4a ordem convencional. O resultado da migração pode ser

observado na Figura 5.20. O tempo total para esta migração foi de 40 min.

Tabela 5.6: Parâmetros para RMT.

Velocidade máxima do meio 5500m/s
Velocidade mı́nima do meio 1500m/s
Frequência de corte 30Hz

A segunda análise foi realizada utilizando o operador de 16a ordem conven-

cional. O resultado da migração pode ser observado na Figura 5.21 . O tempo total
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Tabela 5.7: Parâmetros para RMT.

G µ h(m) dt(s)
C4 5 0, 23 10 0, 00036
C16 2, 7 0, 071 18 0, 00023
O16 2, 3 0, 048 22 0, 00018

para esta migração foi de 16 min.

A ultima análise para RTM foi realizada utilizando o operador de 16a ordem

otimizada. A seção migrada pode ser observada na Figura 5.22. O tempo para

migração de 16a ordem otimizada foi de 13 mim, esse resultado foi aproximadamente

4 vezes menor que a 4a ordem convencional e cerca de 10% a menos que a 16a ordem

convencional.
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Figura 5.20: Resultado da RTM utilizando o operador de 4a ordem convencional.

1

2

3

P
ro

fu
n

d
id

a
d

e
 (

K
m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Distancia (Km)

-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

A
m

p
li
tu

d
e

Figura 5.21: Resultado da RTM utilizando o operador de 16a ordem convencional.
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Figura 5.22: Resultado da RTM utilizando o operador de 16a ordem otimizada.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

6.1 Resultados

Nesse trabalho foram empregadas as altas ordens do MDF e o operador oti-

mizado para obtenção de uma melhor precisão e eficiência, utilizando para isso uma

metodologia não convencional. Foi comprovado através dos resultados numéricos,

que as altas ordens do MDF se aproximam do resultado anaĺıtico, com um menor

custo de memória e tempo computacional, em relação ao método convencional.

A primeira avaliação do novo operador, através da equação do erro espectral,

avaliou diferentes funções janela utilizando uma limitação do erro de 0, 0001. O

resultado alcançado demonstrou a superioridade dos novos operadores em relação

ao operador convencional. Através da variação dos parâmetros das diferentes fun-

ções janela, foram obtidos uma variedade de coeficientes otimizados empregados no

operador de DF. A partir da décima ordem foi alcançada uma precisão superior em

relação ao operador convencional.

Empregando os coeficientes Scaled Binominal Window otimizado no operador

de DF e comparando com os melhores coeficientes encontrados, a partir da variação

dos parâmetros das diferentes funções janela, foi comprovado que a precisão dos coe-

ficientes otimizados são maiores para todas as ordens. Ressalta-se que os resultados

dessa avaliação estão em conformidade com os resultados encontrados por ZHANG

e YAO (2013).

O resultado da precisão do operador com expansão de 8a ordem otimizada

foi a mesma da expansão de 12a ordem convencional. O mesmo se repetiu para 12a

ordem otimizada, em que foi alcançada a mesma precisão da 24a ordem convencional

e de forma equivalente, a expansão de 16a otimizada alcançou um resultado acima

da 36a ordem convencional. Isso reflete a importância do operador otimizado e

demonstram sua maior precisão em relação ao operador convencional.

No entanto, essa avaliação foi feita apenas levando em consideração o emprego
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dos coeficientes na aproximação do operador de DF, como o operador foi utilizado

no modelo matemático empregado na modelagem śısmica, a análise da velocidade

de fase da onda também foi realizada . Para isso utilizou-se a teoria da análise de

dispersão e estabilidade, onde se emprega a solução da onda plana harmônica na

discretização da equação.

Embora essa metodologia seja muito utilizada pela literatura, não encontra-

mos a consideração do limite de erro para estimar o parâmetro de estabilidade µ

de forma clara, tal parâmetro influência significativamente na equação responsável

por gerar o parâmetro G, parâmetro este importante, afim de se obter uma melhor

propriedade de dispersão.

Conforme apresentado no Caṕıtulo 3, foi utilizada uma metodologia para

gerar os parâmetros de dispersão e estabilidade, que pode ser aplicada a todas as

ordens do MDF. Ressalta-se que tais parâmetros na literatura são gerados de forma

emṕırica.

Utilizando esse critério, foi avaliada a curva de dispersão para diferentes

ordens do operador convencional e otimizado, que chegou a um resultado muito

similar a avaliação do erro espectral do operador. Foi encontrado, para a análise

da velocidade de fase normalizada, um G para expansão de 8a ordem otimizada

equivalente a 12a ordem convencional, para a 12a ordem otimizada, o mesmo da

24a ordem convencional e para a 16a ordem otimizada, um G menor do que a 36a

ordem convencional. O parâmetro G encontrado para o operador de 16a ordem foi de

2, 3, comprovando que as altas ordens do MDF otimizado se aproximam do método

Pseudospectral.

Após as avaliações da precisão, foram gerados resultados para diferentes or-

dens do MDF empregando o operador convencional e o otimizado na Modelagem

acústica da Onda. Os testes mostraram a superioridade do método otimizado frente

ao convencional. Foi aplicada a modelagem sobre o modelo complexo Marmousi.

Foram comparados a 8a, 12a e 16a ordens otimizada e convencional com a 36a ordem

convencional, os resultados comprovaram a melhor precisão do método otimizado.

Os testes realizados no modelo homogêneo e no Marmousi tiveram como

objetivo avaliar de forma prática a precisão do método otimizado. O próximo passo

foi avaliar o desempenho do novo método no que diz respeito ao custo computacional.

Sendo assim, observando os resultados gerados com base em um modelo homogêneo

de dimensões fixas e velocidade constante de 1500m/s, pode-se afirmar que o método

otimizado é superior ao convencional tanto em relação à demanda de memória,

quanto em relação ao tempo computacional.

Tomando como referência a expansão de 4a ordem foi alcançado, com a utili-

zação da metodologia adotada nesse trabalho, uma redução de memória de aproxi-

madamente 80% acompanhada de uma redução de aproximadamente 42% do tempo

68



computacional. Nessa avaliação, o modelo foi reamostrado e o tempo computaci-

onal, levado em consideração foi em relação às operações de ponto flutuante da

discretização da equação da onda.

A migração reversa no tempo utilizando o operador de 16a ordem otimizado

apresentou 1
10 do tempo total da migração utilizando a 16a ordem convencional e 1

5

do tempo total da 4a ordem convencional. Ressalta-se que o modelo utilizado na

modelagem para a 16a ordem convencional e otimizada foi reamostrado e a precisão

da imagem migrada foi afetada.

6.2 Trabalhos Futuros

Como extensão deste trabalho, têm-se as seguintes sugestões para a realização

de trabalhos futuros:

Utilizar os coeficientes otimizados na Modelagem Acústica 3D.

Utilizar técnicas de otimização, para minimizar o erro das diferentes funções

janela.

Aplicar a metodologia utilizada nesse trabalho, para a Equação Elástica da

Onda, utilizando a equação do erro, para análise da derivada primeira empregando

diferentes funções janela.

Aplicar os coeficientes otimizado na modelagem VTI e TTI.
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Apêndice A

Equação Acústica da Onda

A equação acústica da onda é uma equação diferencial parcial linear de se-

gunda ordem, descrita pelo campo de pressão e o vetor deslocamento da part́ıcula.

A equação da onda pode ser descrita a partir das leis de Newton e de Hooke,

que relacionam a pressão e a velocidade.

Pela lei de Hooke tem-se:

P = −k 5 .−→u (A.1)

Em que P é o campo de pressão, k o módulo de imcompressibilidade e −→u é o

deslocamento da part́ıcula.

Pela lei de Newton tem-se que:

ρ
∂2P
∂t2 = − 5 P, (A.2)

em que ρ representa a densidade do meio.

Tomando a derivada segunda em relação ao tempo da equação (A.1), supondo

k constante e invertendo os operadores de derivação, tem-se:

∂2

∂t2 P = −k
[
5.

(
∂2

∂t2
−→u

)]
. (A.3)

Substituindo a segunda lei de Newton (A.2) na equação (A.3, teremos

∂2

∂t2 P = −k
[
5.

(
−

1
ρ
5 P

)]
. (A.4)

De acordo com a lei de Leibniz, o gradiente de 1
ρ

é dado por:

5

(
1
ρ

)
= −
5ρ

ρ2 . (A.5)

Substituindo a equação (A.5) na equação (A.4), desconsiderando o sinal ne-
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gativo da expressão e utilizando as propriedade de divergente, tem-se que:

∂2

∂t2 P = k
(
−
5ρ

ρ2 . 5 P +
1
ρ
5 . 5 P

)
(A.6)

Na equação escalar da onda o módulo de elasticidade, sendo C a velocidade

do meio, pode ser escrito como:

k = ρC2 (A.7)

Substituindo a equação A.7 em A.6, temos:

∂2

∂t2 P = ρC2
(
−
5ρ

ρ2 . 5 P +
1
ρ
5 . 5 P

)
(A.8)

Sendo 5. 5 P = 52P, podemos substituir na equação (A.6) e reorganizar, de

modo a obter:

1
C2

∂2

∂t2 P = 52P −
1
ρ
5 ρ. 5 P. (A.9)

Considerando ρ constante, o segundo termo do lado direito da equação (A.9

torna-se nulo. Sendo assim obten-se a equação (A.10), a Equação Acústica da Onda

com densidade constante:

52P =
1

C2

∂2

∂t2 P. (A.10)

Desenvolvendo o Laplaciano da equação (A.10) em duas dimensões, tem-se

então a Equação Acústica da Onda bidimensional com densidade constante:

∂2P(x, z, t)
∂x2 +

∂2P(x, z, t)
∂z2 =

1
C2

∂2P(x, z, t)
∂t2 . (A.11)

onde P(x, z, t) é o campo de pressão da onda, x e z são coordenadas espacial, t é

a coordenada temporal e C é a velocidade de propagação do meio.

Para o problema geof́ısico existe ainda a necessidade de se preescrever o termo

fonte, denotado por f (t)δ(x − x f )δ(z − z f ), sendo assim teremos:

∂2P(x, z, t)
∂x2 +

∂2P(x, z, t)
∂z2 =

1
C2

∂2P(x, z, t)
∂t2 + f (t)δ(x − x f )δ(z − z f ). (A.12)

onde (x f , z f ) representa o ponto de aplicação da fonte śısmica e δ o delta de Dirac.

Em função da discretização, tem-se as coordenadas discretas:

x −→ i∆x,

z −→ j∆z,

t −→ n∆t.
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Dessa forma:

P(x,z, t) −→ Pn
i, j

f (t) −→ f n,

onde i = 1, 2, ..., Itotal, j = 1, 2, ..., Jtotal e n = 1, 2, ...,N total.

e ∆x, ∆z e ∆t são os respectivos espaçamentos da malha na direção x, z e temporal, N

é número total de passos em tempo. Isto permitirá escrever as derivadas existentes

na equação (A.12) de forma discreta através dos operadores de DF.

Destaca-se que no caso da geof́ısica, as condições iniciais são dadas por:

P0
i, j = 0, (A.13)(

∂P
∂t

)0

i, j
= 0, (A.14)

enquanto as condições de contorno, as mais comuns em levantamentos śısmicos, são

a condição de contorno essencial (Dirichlet), que corresponde a prescrever a pressão

Pn
i, j = 0, (A.15)

e a condição de contorno natural (Neumann), que consiste em especificar o valor da

derivada (ou da taxa de modificação) de P na direção normal ao contorno, dada por:

(
∂P
∂η

)n

i, j
= 0, (A.16)

onde η corresponde à normal externa ao referido contorno.

A condição de contorno essencial é bastante utilizada na modelagem para

simular adequadamente as reflexões na superf́ıcie do mar e do solo na geração de

dados śısmicos marinhos e terrestres, respectivamente.
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Apêndice B

Equação Elástica da Onda

As equações que regem o fenômeno de propagação de ondas elásticas para de-

terminado ponto material em um meio elástico podem ser representadas em termos

tensoriais como:

ρ
∂2ui

∂t2 = τi j, j + ρ fi

τi j = λεkkδi j + 2µεi j

τi j = λεkkδi j + 2µεi j (B.1)

εi j =
1
2

(ui, j + u j,i)

ωi j =
1
2

(ui, j − u j,i)

em que,

ui- representa o vetor deslocamento

τi j- representa o tensor de tensões

εi j−representa o tensor de deformação

ωi j−representa o tensor de rotação

Representando a equação (B.1) em termos dos deslocamentos das part́ıculas

obtem-se as equações de movimento chamadas de equação de Navier.

(λ + µ)u j, ji + µui, j j + ρ fi = ρüi (B.2)

A expressão vetorial equivalente à equação (B.2) é dada por:

(λ + µ)∇2−→u + µ∇2−→u + ρ f = ρü (B.3)

Em termos de notação escalar para 3D, em coordenadas retangulares, pode-se
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representar as equações de movimento como:

(λ + µ)
(
∂2ux

∂x2 +
∂2uy

∂x∂y
+
∂2uz

∂x∂z

)
+ ∇2ux + ρ fx = ρ

∂2ux

∂t2 (B.4)

(λ + µ)
(
∂2ux

∂y∂x
+
∂2uy

∂y2 +
∂2uz

∂y∂z

)
+ ∇2ux + ρ fy = ρ

∂2uy

∂t2 (B.5)

(λ + µ)
(
∂2ux

∂z∂x
+
∂2uy

∂z∂y
+
∂2uz

z2

)
+ ∇2ux + ρ fz = ρ

∂2uz

∂t2 (B.6)

Reorganizando e agrupando os termos da equação (B.4) temos:

ρ
∂2ux

∂t2 =
∂

∂x

[
(λ + 2µ)

(
∂ux

∂x

)
+ λ

(
∂uy

∂y
+
∂uz

∂z

)]
+
∂

∂y

[
µ

(
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

)]
+
∂

∂y

[
µ

(
∂uz

∂x
+
∂ux

∂z

)]
(B.7)

Para meios elásticos isotrópicos, os tensores relacionados às tensões, podem ser

definidos em função do parâmetro de Lamè (λ) e do módulo de cisalhamento (µ)
como:

τxx = (λ + 2µ)
∂ux

∂x
+ λ

(
∂uy

∂y
+
∂uz

∂z

)
(B.8)

τxy = µ

(
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

)
(B.9)

τxz = µ

(
∂uz

∂x
+
∂ux

∂z

)
(B.10)

Substituindo (B.8),(B.9),(B.10) em (B.7) teremos:

ρ
∂2ux

∂t2 =
∂τxx

∂x
+
∂τxy

∂y
+
∂τxz

∂z
(B.11)

Reorganizando os termos da equação (B.5) temos:

ρ
∂2uy

∂t2 =
∂

∂x

[
(λ + 2µ)

(
∂uy

∂y

)
+ λ

(
∂ux

∂x
+
∂uz

∂z

)]
+
∂

∂x

[
µ

(
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

)]
+
∂

∂z

[
µ

(
∂uz

∂y
+
∂uy

∂z

)]
(B.12)

Os termos relacionados as tesões são definidos como:

τyy = (λ + 2µ)
∂uy

∂y
+ λ

(
∂ux

∂x
+
∂uz

∂z

)
(B.13)
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τyz = µ

(
∂uz

∂y
+
∂uy

∂z

)
(B.14)

O vetor τxy já foi definido em (B.9). Substituindo as equações (B.9),(B.13) e

(B.14) em (B.12) temos:

ρ
∂2uy

∂t2 =
∂τxy

∂x
+
∂τyy

∂y
+
∂τyz

∂z
(B.15)

Reorganizando e agrupando os termos da equação (B.6) teremos:

ρ
∂2uz

∂t2 =
∂

∂z

[
(λ + 2µ)

(
∂uz

∂z

)
+ λ

(
∂uy

∂y
+
∂ux

∂x

)]
+
∂

∂x

[
µ

(
∂uz

∂x
+
∂ux

∂y

)]
+
∂

∂y

[
µ

(
∂uz

∂y
+
∂uy

∂z

)]
(B.16)

Os tensores relacionados às tensões podem ser definidos como:

τzz = (λ + 2µ)
∂uz

∂z
+ λ

(
∂uy

∂y
+
∂ux

∂x

)
(B.17)

Substituindo as equações (B.10),(B.14) e (B.17) em (B.16) teremos :

ρ
∂2uz

∂t2 =
∂τxx

∂x
+
∂τyz

∂y
+
∂τzz

∂z
(B.18)

Reunindo as equações (B.8),(B.9),(B.10),(B.11),(B.13),(B.14),(B.15),(B.17) e

(B.18), conclui-se que o sistema de equações (B.14),(B.15) e (B.16) pode ser reins-

crito em função do deslocamento das part́ıculas e do tensor de tensões resultando

nas equações abaixo:
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ρ
∂2ux

∂t2 =
∂τxx

∂x
+
∂τxy

∂y
+
∂τxz

∂z

ρ
∂2uy

∂t2 =
∂τxy

∂x
+
∂τyy

∂y
+
∂τyz

∂z

ρ
∂2uz

∂t2 =
∂τxz

∂x
+
∂τyz

∂y
+
∂τzz

∂z

τxx = (λ + 2µ)
∂ux

∂x
+ λ

(
∂uy

∂y
+
∂uz

∂z

)
(B.19)

τyy = (λ + 2µ)
∂uy

∂y
+ λ

(
∂ux

∂x
+
∂uz

∂z

)
τzz = (λ + 2µ)

∂uz

∂z
+ λ

(
∂uy

∂y
+
∂ux

∂x

)
τxy = µ

(
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

)
τxz = µ

(
∂uz

∂x
+
∂ux

∂z

)
τyz = µ

(
∂uz

∂y
+
∂uy

∂z

)
Este conjunto de equações pode ser transformado em um sitema de equações

hiperbólicos de primeira ordem, que as reescreve em função das velocidades das

part́ıculas e derivadas temporais de tensor de tensões, formando as expressões re-

presentativas de cada componente espacial. Lembre-se que :

∂2ux

∂2t
=

∂vx

∂t
∂2uy

∂2t
=

∂vy

∂t
(B.20)

∂2uz

∂2t
=

∂vz

∂t

Aplicando B.20 em B.19 temos:
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∂vx

∂t
=

1
ρ

(
∂τxx

∂x
+
∂τxy

∂y
+
∂τxz

∂z

)
∂vy

∂t
=

1
ρ

(
∂τxy

∂x
+
∂τyy

∂y
+
∂τyz

∂z

)
∂vz

∂t
=

1
ρ

(
∂τxz

∂x
+
∂τyz

∂y
+
∂τzz

∂z

)
∂τxx

∂t
= (λ + 2µ)

∂vx

∂x
+ λ

(
∂vy

∂y
+
∂vz

∂z

)
(B.21)

∂τyy

∂t
= (λ + 2µ)

∂vy

∂y
+ λ

(
∂vx

∂x
+
∂vz

∂z

)
∂τzz

∂t
= (λ + 2µ)

∂vz

∂z
+ λ

(
∂vy

∂y
+
∂vx

∂x

)
∂τxy

∂t
= µ

(
∂vy

∂x
+
∂vx

∂y

)
∂τxy

∂t
= µ

(
∂vz

∂x
+
∂vx

∂z

)
∂τxz

∂t
= µ

(
∂vz

∂x
+
∂vy

∂z

)
onde vx,vy e vz são, respectivamente, as componentes da velocidade da part́ıcula

nos eixos horizontal e vertical; τxx, τyy, τzz, τxy e τxz representam os tensores de

tensão nas respectivas direções; ρ é a densidade por unidade de volume; λ e µ são

as constantes de Lamé que representam as constantes elásticas do material.

As velocidades de propagação das ondas compressionais Vp e cisalhantes Vs

também podem ser escritas em função das constantes de Lamé e da densidade de

acordo com as equações a seguir:

Vp =

√
λ + 2µ
ρ

(B.22)

Vs =

√
µ

ρ
(B.23)
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Apêndice C

Fórmula de Modelagem Discreta

da Equação Elástica da Onda

Faz-se agora a discretização do sistema de equações (B.21) conforme o es-

quema da malha intercalada de VIRIEUX (1986), mas escrito em termos do opera-

dor convolucional. Desta forma, na discretização é considerado que as incógnitas e

as propriedades estão defasadas de uma distância correspondente à metade do inter-

valo entre os pontos do malha, além disto as velocidades das part́ıculas e as tensões

também estão definidas em intervalos de tempo diferentes, como pode ser visto na

Figura C.1.

Figura C.1: Malha intercalada no espaço e tempo (modificado de DI BARTOLO
(2010)).

As expressões (C.1) a (C.4) correspondem às derivadas dos tensores de tensões

com relação às direções coordenadas. Estas expressões são empregadas no cálculo

das componentes da velocidade da part́ıcula, como pode ser observado nas equações
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(C.5) e (C.6).

T n
1[i, j] =

∂τxx

∂x

∣∣∣∣∣∣n
[i, j]

=
1

∆x

N/2∑
mi=1

smi

(
τn

xx[i+mi−1, j] − τ
n
xx[i−mi, j]

)
(C.1)

T n
2[i, j] =

∂τxz

∂z

∣∣∣∣∣∣n
[i, j]

=
1
∆z

N/2∑
m j=1

sm j

(
τn

xz[i, j+m j−1] − τ
n
xz[i, j−m j]

)
(C.2)

T n
3[i, j] =

∂τxz

∂x

∣∣∣∣∣∣n
[i, j]

=
1

∆x

N/2∑
mi=1

smi

(
τn

xz[i+mi, j] − τ
n
xz[i−mi+1, j]

)
(C.3)

T n
4[i, j] =

∂τzz

∂z

∣∣∣∣∣∣n
[i, j]

=
1
∆z

N/2∑
m j=1

sm j

(
τn

zz[i, j+m j] − τ
n
zz[i, j−m j+1]

)
(C.4)

vn+ 1
2

x[i, j] = vn− 1
2

x[i, j] +
∆t
ρ[i, j]

(
T n

1[i, j] + T n
2[i, j]

)
(C.5)

vn+ 1
2

z[i, j] = vn− 1
2

z[i, j] +
∆t
ρ[i, j]

(
T n

3[i, j] + T n
4[i, j]

)
(C.6)

As expressões (C.7) a (C.9) correspondem às derivadas parciais das velocidades

das part́ıculas com relação às direções coordenadas. Sendo estas utilizadas no cálculo

das componentes do tensor de tensões (equações (C.11), (C.12) e (C.13)).

An+ 1
2

1[i, j] =
∂vx

∂x

∣∣∣∣∣∣n+ 1
2

[i, j]

=
1

∆x

N/2∑
mi=1

smi

(
vn+ 1

2
x[i+mi, j] − vn+ 1

2
x[i−mi+1, j]

)
(C.7)

An+ 1
2

2[i, j] =
∂vx

∂z

∣∣∣∣∣∣n+ 1
2

[i, j]

=
1
∆z

N/2∑
m j=1

sm j

(
vn+ 1

2
x[i, j+m j] − vn+ 1

2
x[i, j−m j+1]

)
(C.8)

An+ 1
2

3[i, j] =
∂vz

∂x

∣∣∣∣∣∣n+ 1
2

[i, j]

=
1

∆x

N/2∑
mi=1

smi

(
vn+ 1

2
z[i+mi−1, j] − vn+ 1

2
z[i−mi, j]

)
(C.9)

An+ 1
2

4[i, j] =
∂vz

∂z

∣∣∣∣∣∣n+ 1
2

[i, j]

=
1
∆z

N/2∑
m j=1

sm j

(
vn+ 1

2
z[i, j+m j−1] − vn+ 1

2
z[i, j−m j]

)
(C.10)

τn+1
xx[i, j] = τn

xx[i, j] + ∆t
[
(λ + 2µ)An+ 1

2
1[i, j] + λAn+ 1

2
2[i, j]

]
(C.11)

τn+1
zz[i, j] = τn

zz[i, j] + ∆t
[
(λ + 2µ)An+ 1

2
2[i, j] + λAn+ 1

2
1[i, j]

]
(C.12)

τn+1
xz[i, j] = τn

xz[i, j] + ∆t
[
(λ + 2µ)An+ 1

2
3[i, j] + λAn+ 1

2
4[i, j]

]
(C.13)

Para o avanço da solução ao longo do tempo calcula-se os campos das velo-

cidades das part́ıculas em função dos campos do tensor de tensões e, em seguinda,
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atualizam-se os campos do tensor de tensões em função dos campos das velocidades

da part́ıcula. Portanto, na implementação computacional, a determinação dos cam-

pos das velocidades das part́ıculas e dos campos do tensor de tensões é realizada em

dois momentos diferentes.

Para a propagação de um campo de ondas gerado por uma fonte śısmica

explosiva, deve-se usar as componentes de tensões normais, isto é,

τn+1
xx[i, j] = τn

xx[i, j] + f nδ(i − i f )δ( j − j f ), (C.14)

τn+1
zz[i, j] = τn

zz[i, j] + f nδ(i − i f )δ( j − j f ). (C.15)

Para realizar a separação do campo de ondas elástico em campo compressional e

cisalhante aplica-se os operadores divergente e rotacional aplicados sobre as compo-

nentes horizontais e verticais do campo de velocidade das part́ıculas. Logo, tem-se

(SILVA, 2009):

P =
∂vx

∂x
+
∂vz

∂z
, (C.16)

S =
∂vz

∂x
−
∂vx

∂z
, (C.17)

onde P representa o campo escalar e S e presenta o campo vetorial, cujas amplitudes

estão associadas as ondas compressionais e cisalhantes, respectivamente.

85



Apêndice D

Fonte Śısmica e Tratamento das

Reflexões de Bordas

D.1 Fonte Śısmica

Na seção 3.1 foi incorporado um termo fonte a equação da onda na posição

x f , cujo objetivo é iniciar a propagação no tempo e no espaço. Com o propósito de

simular uma fonte śısmica real, este termo fonte precisa ter algumas caracteŕısticas,

como ser preferencialmente limitado, tanto no domı́nio do tempo, para simular uma

fonte śısmica do tipo explosiva, quanto no domı́nio da frequência, para que se tenha

um controle sobre a frequência máxima ao qual o modelo numérico está sujeito

(BULCÃO, 2004).

O termo fonte utilizado nesta dissertação para a geração do sinal śısmico é

denominada wavelet de Ricker (NORMAN, 1953) cuja forma é escrita como segue:

f (t) =
[
1 − 2π (π fctd)2

]
e−π(π fctd)2

, (D.1)

onde td = n∆t − t f representa uma translação temporal da fonte no tempo de modo

que a wavelet inicie na origem, e sendo t f o peŕıodo da função Gaussiana, dado por:

t f =
2
√
π

fc
(D.2)

e fc a frequência central da fonte, que é escrita em termos da maior frequência

contida no espectro da função fonte, fcorte, dada por:

fc =
fcorte

3
√
π
. (D.3)

A Figura D.1 ilustra um exemplo da função fonte no domı́nio do tempo e seu

correspondente espectro de frequência.
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Figura D.1: Função fonte e seu espectro de frequência para fcorte = 40Hz.

D.2 Tratamento das Reflexões de Bordas

A fim de simular problemas com domı́nios infinitos ou semi-infinitos visando

garantir um correto truncamento do modelo numérico sem o surgimento de reflexões

artificiais nos respectivos bordos, descreve-se alguns artif́ıcios comumente emprega-

dos nas simulações geof́ısicas.

Um artif́ıcio bastante utilizado, devido à introdução de contornos artificiais, é

aquela denominada por condição de contorno não-reflexiva ou condição de contorno

absorsora (REYNOLDS, 1978). Assim, pode-se dizer que as condições de contorno

não-reflexivas visam absorver a energia da frente de ondas quando esta incide no

contorno.

O modo mais simples de se derivar uma condição de contorno não-reflexiva é

através da fatoração da equação da onda unidimensional, tal que

∂2P
∂x2 −

1
C2

∂2P
∂t2 =

(
∂

∂x
+

1
C
∂

∂t

) (
∂

∂x
−

1
C
∂

∂t

)
[P] = 0. (D.4)

O primeiro termo do segundo membro da equação (D.4) é relativo a ondas

viajando no sentido negativo do eixo x e o segundo termo, no sentido positivo.

Assim, para eliminar as reflexões no contorno esquerdo e direito basta empregar,

respectivamente as equações (D.5) e (D.6) abaixo:(
∂

∂x
+

1
C
∂

∂t

)
[P] = 0, (D.5)

(
∂

∂x
−

1
C
∂

∂t

)
[P] = 0. (D.6)

Uma forma de reduzir as reflexões espúrias geradas pelo truncamento dos

contornos, é aplicar camadas de amortecimento (damping zones) numérico para
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reduzir a intensidade da onda antes desta incidir sobre o contorno (CERJAN et al.,

1985).

O procedimento é feito aplicando a expressão (D.7) a cada ponto da malha

pertencente à camada de amortecimento (Figura D.2) durante a propagação do

campo de ondas. A redução da amplitude no ponto (i, j) é feita graças aos fatores

multiplicativos gerados pela expressão (D.8).

Figura D.2: Camada de amortecimento do lado direito da malha ilustrando o ponto
de aplicação do amortecimento. Retirado de DUARTE (2011)

Pn
i, j = fmu(υ)Pn

i, j, (D.7)

sendo

fmu(υ) = e−[ f at(namort−υ)]2

, (D.8)

onde fmu é o fator multiplicativo para atenuar o campo de pressão, υ é um ı́ndice

que denota a distância de determinado ponto em relação ao contorno do modelo,

f at é o fator de amortecimento referente à intensidade da redução de amplitude

da pressão que se deseja e namort é o número de pontos que constitui a camada de

amortecimento.
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Apêndice E

Discretização do Operador

Diferencial Convolucional

Nessa parte da dissertação, será tratada a construção do operador diferencial

convolucional segundo CHU e STOFFA (2012) e ZHOU e GREENHALGH (1992).

No domı́nio kx − x a transformada direta e inversa de Fourier, podem ser

escritas, respectivamente, como:

F(kx) =

∫ ∞

−∞

f (x)e−ikx xdx, (E.1)

f (x) =

∫ ∞

−∞

F(kx)eikx xdkx , (E.2)

onde kx é o número de onda.

Derivando ambos os lados da Equação E.2 em função de x, tem-se:

∂ f (x)
∂x

=
1

2π

∫ ∞

−∞

ikxF(kx)eikx xdkx, (E.3)

Derivando novamente, teremos:

∂2 f (x)
∂x2 =

1
2π

∫ ∞

−∞

−k2
xF(kx)eikx xdkx. (E.4)

Sendo assim, do teorema de Fourier temos:

∂2 f (x)
∂x2 ⇔ −k2

xF(kx) (E.5)

Isso significa dizer que a diferenciação no espaço se transforma na multiplica-

ção no domı́nio do número de onda. O teorema convolucional diz que a multiplicação

no domı́nio do número de onda é igual a convolução no domı́nio espacial. Uma con-

sequência disso é que a diferencial no espaço se traduz à uma operação convolucional.
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Para a derivada segunda, temos que:

∂2 f (x)
∂x2 =

1
2π

∫ ∞

−∞

−k2
xF(kx)eikx xdkx

=
1

2π

∫ ∞

−∞

−k2
x

(∫ ∞

−∞

f (u)e−ikxudu

)
eikx xdkx

=

∫ ∞

−∞

f (u)
(

1
2π

∫ ∞

−∞

−k2
xe−ikx(x−u)dkx

)
du

=

∫ ∞

−∞

f (u)d2(x − u)du

(E.6)

onde

d2(x − u) =
1

2π

∫ ∞

−∞

−k2
xe−ikx(x−u)dkx (E.7)

Para x − u = 0

d2(x = 0) =
1

2π

∫ ∞

−∞

−k2
xdkx

=
1

2π

(
−

1
3

k3
x

)−kxn

kxn

= −
k3

xn

3π

(E.8)

Para x − u , 0

d2(x) =
1

2π

∫ −∞

∞

−k2
xeikx xdkx

=
1

2π

[(
−k2

x

ix
eikx x

)∞
−∞

+
2
ix

∫ ∞

−∞

kxeikx xdkx

]
=

1
2π

[(
−k2

x

ix
eikx x

)∞
−∞

−

(
2kx

x2 eikx xdkx

)∞
−∞

+
2
x2

∫ ∞

−∞

eikx xdkx

]
=

1
2π

[(
−k2

x

ix
eikx x

)∞
−∞

−

(
2kx

x2 eikx xdkx

)∞
−∞

+

(
2

ix3 eikx x

)∞
−∞

]
=

1
2π

(−2k2
x

x
eikx x

)kxn

−kxn

+

(
2

ix3 −
k2

x

ix
eikx x

)kxn

−kxn


=

1
2π

[
−2k2

x

x
cos(kxn) +

(
2

ix3 −
k2

x

x

)
sen(kxn)

]
.

(E.9)

Portanto, o operador diferencial para derivada segunda é:

d2(x) =


1
π

[
−

2kxn
x2 cos(kxnx) +

(
2
x3 −

k2
xn
x

)
sin(kxnx)

]
para x , 0

−
k3

xn
3π para x = 0

. (E.10)

Segundo CHU e STOFFA (2012), aplicando a regra do retângulo para apro-
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ximar a integral convolucional E.6, será encontrada a seguinte fórmula convolucional

discreta:

∂2 f (x)
∂x2 = ∆x

∞∑
−∞

f (n∆x)d2(x − n∆x), (E.11)

onde ∆x é o intervalo de amostragem no eixo x.

Substituindo a equação E.11 em E.9, fazendo x = 0 e xkxn = nπ, obtem-se:

∂2 f (x)
∂x2 =

1
∆x2

∞∑
n=−∞;n,0

[
−

2
n2 cos(nπ)

]
f (n∆x) (E.12)

De outra forma, sabendo que, no domı́nio discreto, x = n∆x, pode-se escrever

as seguintes considerações para o operador d2(x) ZHOU e GREENHALGH (1992):

kxn =
π

∆x
,

kxnx = nπ,

sen(kxnx) = sen(nπ) = 0,

cos(kxnx) = cos(nπ) = (−1)n.

Substituindo essas considerações em E.10 tem-se:

d2(n∆x) =

 2
n2∆x3 (−1)n+1 para x , 0
− π2

3∆x3π
para x = 0

. (E.13)
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